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1第1章
序論
第 1章では、初めにBose–Einstein凝縮 (Bose–Einstein condensation、以下BECと略記する)
に関する理論と実験の歴史を述べ、次に中性原子気体のBECに関する様々な実験と、それ
らを記述するために用いられている理論を紹介する。そして、中性原子気体の BECの系を
量子場の理論で定式化する意義と目的を明らかにし、本論文の構成について述べる。
BECは 1924、25年にEinsteinによって予言された [1]。1924年、Boseは光は粒子性を持
ち (光子)、それらは互いに区別できないという仮定からプランクの輻射式を導いた [2]。Bose
はこの論文の草稿をEinsteinに送り、もしも価値のあるものであればドイツ語に翻訳して論
文誌に掲載して欲しいと頼んだ。その価値を認めた EinsteinはBoseの論文をドイツ語に翻
訳し、Bose単名で『Zeitschrift fu¨r Physik』に論文を公表した。その Boseの論文に刺激さ
れた Einsteinは、Boseの手法を理想気体の統計力学に応用し、現在BECと呼ばれている現
象を予言したのである。その予言は、相互作用がない質量をもった区別できない同種粒子は
系がある温度 (転移温度)以下になると、巨視的な数の粒子が最低エネルギー状態を占める、
というものであった。この現象は相互作用なしに起こる相転移現象であり、長らく実験で実
現されることはなかった。
1938年、Londonは 4Heの超流動がBECと関連していることを指摘した [3]。しかし、こ
の現象は粒子間の相互作用が強いため、理想気体の理論の予言からのずれは非常に大きい。
例えば、理想気体のBECでは温度 T = 0Kでほぼ 100%の粒子が凝縮するのに対して、4He
では高々10%である。この 4Heの超流動現象は本質的には BECと考えられる現象ではある
が、相互作用が強く、摂動論を用いることができないという点で理論と実験を比べることは
非常に困難であった。
その間にも、凝縮系を記述する理論は発展してきた。現象を特定しない普遍的な概念とし
て重要なのは秩序変数で自由エネルギーを表すGinzburg–Landau理論と、非対角長距離秩
序 (oﬀ diagonal long range order)という概念である。これらは相互作用の大小に関わらず相
転移現象を特徴付けることができる。また、本質的には摂動論を基礎とした Bogoliubovの
理論 [4]は、前出の一般的概念とは異なり、現象の本質を捉えた、計算上有効な理論として
知られている。
また、素粒子論の発展と共に量子場の理論も発展した。量子場の理論は本来素粒子の相互作
用を記述するために考案された本質的に多体系の量子論である。量子場の理論では、系の連続
対称性に付随する相転移を記述する機構として自発的対称性の破れ (spontaneous symmetry
breakdown)が知られている。対称性の自発的破れとは、系の連続対称性が自発的に破れ、量
子場がゼロでない有限な期待値を持ち、それが系の秩序変数に相当するというものである
2 第 1章 序論
[5]。その際、理論の自己無撞着性を保持するために質量 0の粒子、あるいはエネルギーがゼ
ロのモード (南部–Goldstone (NG)粒子、あるいはモード [6]) が現れる。自発的対称性の破
れに基づくHiggs機構 [7]はWeinberg、Salamらによる素粒子の電弱理論 [8]の中で重要な役
割を果たし、電弱理論の予言の正しさは大変良い精度で検証されている。ただし、その機構
の中で本質的な役割を果たしているHiggs粒子は未だ観測されていない。
このような理論の発展はあったものの、それらの多くは摂動論を基礎としていたため、4He
の超流動のように相互作用の強い実験可能な系と照らし合わせることはできなかった。更な
る理論の発展という観点からは、摂動論を用いた計算と比較可能な相互作用が弱い系の実現
が望まれていた。そして、Einsteinの予言から実に 70年後の 1995年、レーザー冷却の技術を
用いて中性原子気体のBECが遂に実現した [9, 10, 11]。この功績に対して 2001年、Cornell、
Ketterle、Wiemanらにノーベル物理学賞が与えられた。この系の中性原子気体は非常に希
薄であり、かつ、原子間の相互作用が弱いという待ち望まれていた特性を備えていた。また、
熱平衡状態への緩和が遅く、非平衡状態も観測可能であることがわかった。1995年に実現
した BECで用いられた中性原子は 87Rb[9]、23Na[10]、7Li[11] であるが、その後に 1H[12]、
85Rb[13]、4He[14]、41K[15]、133Cs[16]、174Yb[17]などでBECの生成が確認されている。
レーザー冷却の技術を用いた BECは、次のような段階を経て生成される。まず初めに真
空中に中性原子を磁気光学トラップで集め、次に磁気トラップによってこれを断熱圧縮する。
そして蒸発冷却により原子団の温度を下げる。できたBECは time of ﬂight法で原子の速度
分布を観測する。観測された原子団にエネルギー等分配則に従わない部分があり、原子の運
動量分布が速度がゼロのまわりに鋭いピークを持てば、このことが BEC生成の確認となる
[18, 19]。また、MITでは、「その場観測」を実現し、磁気トラップ中で原子数密度が鋭いピー
クを持つことを確認した。磁気トラップ中で生成された中性原子気体のBECでは、原子の分
布を観測することで凝縮を確認できることが特徴である。一方、一様系では凝縮体と非凝縮
体は共に一様に分布しているので、それらを区別して観測することは不可能である。また、
比熱などの観測もあるが [20]、凝縮体の分布ほどはっきり相転移を示した実験データとは言
えない。
こうして実現された BECは Einsteinが予言したものとは厳密には異なる。Einsteinが予
言したBECは相互作用がない場合であり、実験で実現したBECは弱いながらも相互作用が
存在する。相転移温度など、相互作用がないBECの予言と大体一致する観測量もあり [20]、
第ゼロ近似としての相互作用なしのBEC の予言が実証されたとも言える。しかし、一方で、
観測されたBECの分布は相互作用による非線形性を強く反映しており、相互作用の効果を無
視できないことがわかっている [19]。また、実際の実験において気体を冷却する際に気体を
構成する粒子間の相互作用がなければ、気体を冷却させるのは非常に困難であるので、BEC
を実現させるのにも相互作用は重要で不可欠な働きをしている。
さて、実験で確認されている BECの性質を挙げておこう。まず重要な実験事実として二
つのBECの干渉を挙げることができる [21, 22, 23]。これらの実験は凝縮体がそれぞれ確定
した位相を持つという重要な性質を示すものである。
次に挙げられるのは中性原子気体のBECにおける量子渦と量子渦格子の生成である。「光
スプーン」を用いたり [24]、トラップの異方性を利用して凝縮体をかき回す事によって [25]
量子渦が発生する。また、与える角運動量を大きくしたときに渦格子の構成が観測されてい
る [25, 26]だけでなく、その生成過程も観測されている [27]。散逸項を導入した平均場近似
3でこの過程がよく記述されることはシミュレーションからわかっている [28]。さらに、凝縮
体に幾何学的位相を刷り込むことによって渦度 2と 4の量子渦も生成されている [29]。渦度
2の量子渦は不安定ですぐに崩壊するという予言 [30, 31]があるが、上記の実験 [29]では少
なくとも凝縮体の寿命までは崩壊は確認されていない。
また、引力相互作用系のBECも実現している。引力相互作用をする粒子のBECは一様系
では不安定で実現されないが、中性原子気体の BECでは磁気トラップの存在により実現し
た。直感的には原子間相互作用によりお互いに集まろうとするが、量子論的なゼロ点振動に
よって広がろうとするので、それらが拮抗する時に引力系の BECが実現されると説明でき
る。前に挙げた 7Liは負の s波散乱長を持ち、実効的には引力相互作用である [11]。
後に述べるように凝縮体は非線型 Schro¨dinger方程式の一種であるGross–Pitaevskii (GP)
方程式 [32]でよく記述できる。この非線形性を反映した現象として考えられているのが、BEC
におけるソリトンの観測である。細長い葉巻状のトラップに捕獲されたBECは、その長軸方
向の 1次元系とみなすことができ、実際ダークソリトン [33, 34]とブライトソリトン [35, 36]
が共に観測されている。これは凝縮体が本質的に非線形方程式に従っている証拠となる重要
な実験事実である。
さらに、非凝縮体に関する情報も得られている。トラップを微小に揺らした場合の、凝縮
体や非凝縮体の集団励起運動が観測されている [37]。その実験で非凝縮体の準粒子スペクト
ルを知ることができる。そのスペクトルについて低温では平均場理論の予言と良い一致を見
ているが [38]、転移点付近で実験結果と理論の予言との不一致が見られる [39]。これらの不
一致を解消しようとする理論が幾つか提案されている [40, 41]。
BEC実験の特徴としては、非平衡状態を容易に作り出すことができ、また、それを時間
を追って観測できるということも挙げられる。原子気体が希薄で相互作用も弱いため、平衡
状態への緩和時間が長く、非平衡状態を観測しやすいのである。実際、MITでは「その場観
測」の技術と蒸発冷却を組み合わせることによって、凝縮体の成長という非平衡過程を時間
を追って観測している [42]。また、time of ﬂight法を用いてはいるが、弱い非平衡状態での
凝縮体の成長を詳細に観測した実験もある [43]。この実験結果を量子運動論に基づいて説明
する試みがなされているが、全てを説明できているわけではない [43]。
磁気トラップ中の中性原子気体の BECを記述する理論として、まず初めに挙げなければ
ならないのは温度ゼロ付近の振る舞いを記述するGP方程式 [32]であろう。これは低温で実
験を非常によい精度で説明している [19]。次には量子・熱揺らぎの効果を平均場で取り入れ
たHartree–Fock–Bogoliubov (HFB)理論を挙げることができる [44]。しかし、この理論はト
ラップを無くす極限 (すなわち空間一様の極限)において励起スペクトルにギャップが現れて
しまい、系の対称性から導かれるHugenholts–Pines (HP)の定理 [45]に反する事がわかって
いる [44]。HFB理論にさらに近似を加えた Hartree–Fock–Bogoliubov–Popov理論は低温で
よい近似であると考えられており、この理論はトラップを無くす極限でもギャップが現われ
ない事が示されている [44]。これらの平均場近似を用いた理論の多くは、準粒子のゼロモー
ドが理論に取り入れられておらず、その結果として正準交換関係が破れた定式化となってい
る。しかし、LewensteinとYou[46]、松本と坂本 [47]によってゼロモードも扱えるように拡
張された。ただし、この拡張された理論から予言されている凝縮体の位相の拡散という現象
は未だ観測されていない [22]。
また、Zaremba–二国–Griﬃnによる 2流体模型も有効な理論である [48]。この理論は凝縮
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体と非凝縮体をそれぞれ量子・熱補正を取り入れた GP方程式、Boltzmann方程式に従う
ものとし、それらの運動論を展開する。この理論を基礎として数値計算を行った Jacksonと
Zarembaは前述の高温での集団励起運動のスペクトルを説明することに成功した [40]。
さらに、摂動論を用いた定式化もされている。例として、BraatenとNietoによる理論が挙
げられる [49]。彼らは摂動計算で tadpole図 (tadpole diagram)を計算し、凝縮体の密度に対
する量子補正を計算した。そこでは、凝縮体の形の変化が緩やかであると仮定して gradient
expansionを行っている。彼らの計算は有限温度の場合にまでは拡張されていない。
また、Morganの第二量子化を基礎とした 2次の摂動計算がある [50]。彼は生成消滅演算
子を用いて摂動計算を行い、凝縮体に対する量子・熱補正と、準粒子のエネルギーシフトを
有限温度で計算している。しかし、彼の方法が量子場の理論として自己無撞着になっている
かどうかは疑問である。
上記の現状を眺めると、多くの理論は最低エネルギーモードの生成消滅演算子を c数に置
き換えるBogoliubov近似を用いているため、非凝縮相を記述する量子場の正準交換関係が明
白に破られていることがわかる。これに関連して、理論の対称性が明白に破れてしまい、理
論の自己無撞着性を犠牲にすることになる。一方、一様系では前に述べた自発的対称性の破
れという機構で自己無撞着に凝縮現象を記述できている。そこで、本研究は、磁気トラップ
中の中性原子気体のBECの系を量子場の理論で定式化することを目的とする。具体的には、
自発的対称性の破れを基礎としてNGモードを理論に取り入れ、正準交換関係を尊重しなが
らループ展開を用いて自己無撞着に相互作用の効果を評価することを目的とする。さらに、
将来的には、摂動論が有効なこの系で実験結果と理論の予言を比較しながら量子場・熱場の
理論を非平衡を記述できるものに拡張することも視野に入れる。その結果を様々なスケール
で現れる相転移現象に応用することも考えられる。しかし、それにはまず、この系の平衡状
態での定式化から始める必要がある。そこで、本論文では平衡系に限り、磁気トラップ中の
中性原子気体のBEC を正準形式の摂動的量子場の理論で定式化する。
しかし、自発的対称性の破れを初めとする量子場の理論の種々の機構、方法は並進対称性
を持ち、無限体積系 (無限系)で確立した概念である。一方、磁気トラップ中の中性原子気体
の系は並進対称性が明白に破れている。外場のために並進対称性が破れているこのような系
で、従来の量子場の理論の種々の機構、方法がそのまま適用可能か否かは自明なことではな
い。そこで、まずこのことを吟味する。その際特に問題となるのが、NGモードの扱いとユ
ニタリー非同値な真空の実現である。NGモードは正準交換関係を満足するために必要であ
り、また、系の対称性を保つためにもその存在が要求される。これまで、系の対称性を議論
する際にはトラップを無限に広く取る極限でHP関係式 [45]が成立するか否かが議論されて
きた [44, 50]。HP関係式は系の対称性から導かれる関係式で、Ward–高橋 (WT)恒等式 [51]
から導かれることが示されている [52]。後に示すように、この系の場合は大域的位相変換対
称性を問題にするので、並進変換対称性の有無に関わらず、大域的位相変換対称性と正準交
換関係からWT恒等式が導かれる。つまり、並進変換対称性がない場合にも、トラップを無
限に広くする極限を取ることなく、WT恒等式を満たすような準粒子場を構成する必要があ
ると考えられる。一般に、凝縮体が存在する場合には、WT恒等式を満たす準粒子場にNG
モードが含まれることが要求されるが [5]、並進対称性がない場合の NGモードの存在につ
いては実験で確認されておらず、その存在の理論的要請と観測量への影響を評価することが
本論文の主題である。また、無限系とトラップされた系ではNGモードは大きくその性質が
5異なる。つまり、無限系では連続変数の一点として扱われるが、トラップがある場合は離散
準位の一点を占めている。その積分あるいは和の中での寄与を考慮すると、物理的には大き
な違いがある。連続変数の一点は積分に寄与しないが、一方、離散変数の一点は和に寄与す
るからである。
本論文では摂動計算を実行するが、その際、相互作用定数の次数で近似の次数を整理する
のではなく、h¯展開と同値なループ展開を採用する [53]。これは、自発的対称性の破れを議
論するためには、対称性を保持した近似法を用いるべきで、ループ展開はそのような近似に
なっているからである [5]。
また、この系では様々な実験のパラメーターを精度良く変えることができ、温度を初めと
して系の熱的な状態が制御できることは前に述べた。本論文では有限温度の計算に実時間の
正準形式の熱場の理論である [54, 55] Thermo Field Dynamics (TFD)[5]を用いる。熱場の
理論には虚時間形式 [56]、実時間の経路積分形式であるKeldish–Schwinger形式 [57]があり
[58]、本論文の計算は、熱平衡状態に限ればどの形式で計算しても同じ結果が得られること
を注意しておく。本論文では熱平衡状態に限り、TFDを用いて磁気トラップ中の中性原子気
体のBECを定式化するが、非平衡状態への拡張はこの後の大きな目標である。
本論文は以下のように構成される。
第 2章では、まず、調和型ポテンシャル (磁気トラップ)に捕獲された斥力接触相互作用
をする中性原子気体の作用を与える。そして、この作用が大域的位相対称性を持つことを確
認し、Noether流について議論する。また、秩序変数と観測量である凝縮体中の原子の分布
の対応を決める。次に、本研究で本質的な役割を果たす、大域的位相変換対称性を微小に破
る項を導入する。この項はBogoliubovの quasi-averageの方法で導入されたものと同じ役割
を果たす [59]。この項の導入によって、第 3章で取り上げるツリーレベルにおけるWT恒等
式や、真空の直交性について議論することが可能になる。また、この項は赤外部の正則化項
(regulator)としても働くので、第 4章で計算する量子・熱補正を議論する際にも赤外発散の
制御という重要な役割を果たす。続いて与えられた模型作用からハミルトニアンを構成し、
正準形式の量子場の理論の一般論を述べる。また、理論を有限温度系に拡張する際に用いる
正準形式の熱場の理論であるTFDについて概要を述べる。
第 3章ではツリーレベルで理論が持つ種々の性質について議論する。まず、従来平均場近
似を用いて導かれているGP方程式を、正準形式の量子場の理論の枠組みから導出する。具
体的には場の量を秩序変数と非凝縮体を記述する量子場とに自己無撞着に分割する条件から
GP方程式を導出するのである。GP方程式を導出したことによって、秩序変数の従う方程式
が得られたので、その解を基に非凝縮体の準粒子描像を構築する。具体的な手法は、江沢ら
によって並進対称性がない場合に拡張された、一般化されたBogoliubov変換 [60]を基にし、
最低エネルギーモードを取り込んで、江沢らの変換をさらに一般化した方法を用いる。この
最低エネルギーモードも含んだ一般化された Bogoliubov変換は、準粒子場の正準交換関係
を壊さないという望ましい特徴をもつ。この方法をゼロエネルギーモードの方法と呼ぶ。次
に、この準粒子描像を用いて伝播関数を構成する。その伝播関数を用いてツリーレベルにお
けるWT恒等式を計算する。WT恒等式は、系の対称性と正準交換関係だけから導かれる一
般的な恒等式であり、その成立は保存則の成立を意味している。最低エネルギーモードを含
むように拡張された上記の伝播関数を用いると、並進対称性がないこの系でも、WT恒等式
は成立していることがわかる。すなわちその成立にはこのモードの存在が不可欠である。次
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に、異なる位相の秩序変数に属する真空の直交性を調べる。無限系の場合には、凝縮粒子数
密度を一定に保ったまま凝縮粒子数と体積を無限大にする熱力学極限を取ることによって真
空が直交する。しかし、この系の粒子は調和型の磁気トラップに捕獲されているので、通常
の熱力学的極限を取ることはできない。ここではゼロエネルギーモードの方法を用いると、
熱力学的極限を取ることなく、最低エネルギーモードの存在のために真空が直交する可能性
があることを示す。これは、自発的対称性の破れという機構がこの系でも適用可能であるこ
とを示している。このことは凝縮体が確定した位相を持つことを表しており、二つの凝縮体
が干渉するという実験の結果 [21, 22, 23]とも符合する。さらに、磁気トラップ中のBECの
準粒子場のエネルギースペクトルを求める方法として知られている Bogoliubov–de Gennes
(BdG)の定式化 [4, 61, 62]と、上記の一般化された Bogoliubov変換を用いた定式化の同等
性を示す。その中で、いわゆる量子座標の方法とゼロエネルギーモードの方法との関係も考
察する。量子座標とはBdGの定式化に伴うゼロ番目のモードに対する演算子であり、これ
までにLewensteinとYou[46]、松本と坂本 [47]らによって議論されている。我々は演算子の
スケール変換を考えることによって両者の関係をここで初めて明らかにする。最後に、第 4
章で議論する量子・熱補正の計算のために、量子座標を考慮した伝播関数を構成しておく。
第 4章では 1次のループ展開を行い、観測量への量子・熱補正を評価する。具体的には凝
縮体の分布に対する量子・熱揺らぎを、tadpole図の計算によって評価する。最初に、ゼロ
エネルギーモードを考慮した伝播関数を用いて計算する。その際、ゼロエネルギーモードの
存在によって現れる赤外発散は凝縮原子数という観測量に繰り込めることがわかる。次に、
量子座標を考慮した伝播関数を用いて tadpole図を計算する。この場合、量子座標が作用す
る状態空間の取り方によっては赤外発散は現れない。しかし、熱平衡状態を仮定しているに
もかかわらず、量子・熱補正には時間依存性が表れてしまう。これはゼロエネルギーモード
の方法では現れなかった問題点である。この問題を回避するため、量子座標を用いた準粒子
場の展開は、理論に現れるある時間スケールよりも短い時間領域に制限して議論を進める。
つまり、量子・熱補正に現れた時間依存性を無視し、この近似で量子・熱補正を評価するの
である。こうしてゼロエネルギーモードの方法及び量子座標の方法に基づいて量子・熱補正
が従う方程式が導出される。ところで、これらの方程式を解くには、まず非線形方程式であ
るGP方程式を解かなければならないが、非線形方程式を解析的に解くことは困難であるの
で、本論文ではこれを数値的に解く。したがって、量子・熱補正が従う方程式も数値的に解
き、凝縮体に対する補正を評価する。その結果、量子・熱補正は凝縮体の形を中心付近に押
し上げるように働くことが示される。また、NGモードの効果は観測量である凝縮体の形の
変化にはさほど大きく現れないことがわかる。一方、量子座標を用いた量子・熱補正の数値
的評価では、凝縮している粒子数が少なく、相互作用定数が大きければ、量子座標の効果が
大きくなることがわかる。しかし、この場合も観測にかかるほどの補正は得られないことが
わかる。最後に自己相互作用項の繰り込み条件を考察する。この系では磁気トラップの存在
のために並進対称性が破られており、従来のように運動量表示を用いることはできない。そ
こで、Dyson–Schwinger (DS)方程式 [63]を基に、n番目のエネルギー準位を取り出す「射
影」の操作を定式化し、この操作を基にエネルギー殻上条件を課す繰り込み条件を提案する。
第 5章では本論文のまとめと今後の展望を述べる。
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この章では中性原子気体BECを摂動的量子場の理論で定式化するために必要な基礎的な事項
について述べる。まずこの系を記述する作用を与え、次に計算の枠組みを述べることによっ
て本研究の方針を示すのがこの章の目的である。2.1節では磁気トラップに捕獲され、接触
型の斥力相互作用をする中性原子気体を記述する作用を与える。2.2節では系の大域的位相
変換対称性を微小に破る項を導入する。これは、凝縮体が発現した際にNGモードを不定性
なく取り扱うために必要な項である。本研究において、この項の導入が本質的な役割を果た
している。そして、2.3節では 2.1節で与えられた作用と、2.2節で導入した大域的位相変換
対称性を微小に破る項を基にハミルトニアンを構築する。その際、凝縮現象を記述する量子
場の理論の一般論、つまり、量子場の理論において凝縮体 (秩序変数)、非凝縮体をいかに記
述するか、を述べる。2.4節では理論を有限温度に拡張する際に用いるTFDについて概略を
述べる。
また、本論文を通して h¯ = 1とする。
2.1 作用
調和型ポテンシャル (磁気トラップ)によって閉じ込められた斥力相互作用する中性原子気
体は次の作用によって記述される。
S[ψ, ψ†] =
∫
d4x
[
ψ†(x)(T −K − V + µ)ψ(x)− g
2
ψ†(x)ψ†(x)ψ(x)ψ(x)
]
(2.1)
ここで、ψ(x)は中性原子気体の場、
T ≡ i ∂
∂t
(2.2)
K ≡ − 1
2m
∇2 (2.3)
V ≡ 1
2
mω2
(
x2 + y2 + z2
)
(2.4)
であり、mは中性原子の質量、µは化学ポテンシャル、V は磁気トラップを表す調和型ポテ
ンシャル、gは原子間相互作用である。ポテンシャル V は、実際の実験では円筒対称型が用
いられることが多いが、本論文では簡単化のため、球対称型を考える。この設定によって今
後の議論の一般性を失うことはない。この調和型ポテンシャル V が存在することにより、系
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の空間並進変換対称性が明白に破られている。序論でも述べたが、量子場の理論を用いて議
論されるのは主に空間の並進変換について対称な系である。そこでは空間並進変換対称性に
より運動量が良い量子数となるが、この系では並進対称性が V により明白に破られているの
で、運動量は保存しない。つまり、運動量が良い量子数とはならないのである。そこで、こ
れまで運動量表示で記述されてきた量子場の理論の種々の概念を、再解釈、再構築しなけれ
ばならない。そこで、本研究では運動量表示を用いずに空間表示を用いて摂動計算を実行す
る。また、相互作用部分は本来、一般的な 2体の相互作用を用いるべきであるが、系が極低
温であるため、散乱の理論の一般論より 2体の接触型相互作用で近似され、相互作用定数 g
は s波散乱長 asで特徴付けられる [64]。
g =
4πas
m
(2.5)
相互作用の強さに関しては、2000年に Feshbach共鳴の技術を用いて変える事ができるよう
になった [13]。これで、中性原子気体 BECの系は、温度、系に存在する原子の個数などに
加えて相互作用の大きさまでも制御できる系となり、その特性を活かした研究が進んでいる
[65, 66]。
さて、作用 (2.1)は大域的位相変換
ψ(x) −→ eiξψ(x)
ψ†(x) −→ e−iξψ†(x) (2.6)
に対して不変であることがわかる。ここで、ξは位置、時間によらない定数である。この変
換に付随するNoether流 (N0(x),N(x))は、以下のようになる。
N0(x) = ψ†(x)ψ(x) (2.7)
N(x) =
i
2m
{
[∇ψ†(x)]ψ(x)− ψ†(x)[∇ψ(x)]
}
(2.8)
これらは連続の方程式
∂
∂t
N0 +∇ ·N = 0 (2.9)
を満たす。Noether「電荷」N を、
N ≡
∫
d3xN0(x) (2.10)
で定義すると、(2.9)の両辺を xで積分して、
d
dt
N =
d
dt
∫
d3x
[
ψ†(x)ψ(x)
]
= 0 (2.11)
を得る。これは通常、正準量子化からの類推も含めて、粒子数の保存と解釈される。しかし、
対称性の議論から得られるのは量子場ψ(x)、ψ†(x)を用いて記述される (2.11)式であり、生
成消滅演算子を用いた表現ではないことに注意すべきである。つまり、ある一つの準粒子表
現をとった際に本質的なのは、その準粒子表現での粒子の個数自体が保存することではなく、
量子場で表されるNoether「電荷」(2.11)が保存することである。
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次に、原子集団が冷やされ、BECの転移温度以下になり、凝縮体が発現した場合を考え
る。正準形式との類推で次のように場 ψ(x)を秩序変数 eiθv(x)と非凝縮体を表す場 ϕ(x)に
分割する。
ψ(x) = eiθv(x) + ϕ(x) (2.12)
この c数場 eiθv(x)は正準形式では場 ψ(x) の期待値で定義される。分割 (2.12)を自己無撞着
に行う方法は後に正準形式の議論をする際に述べる。また、本論文では (2.12)のように、凝
縮体は時間に依存せず、量子渦も存在しない状況を考えている。平衡系でも凝縮体に量子渦
が存在する場合や、凝縮体が時間に依存する非平衡系への拡張は興味深い課題である。
秩序変数 eiθv(x)は後に 3章で導出するGP方程式
[
K + V − µ + g
∣∣∣eiθv(x)∣∣∣2] eiθv(x) = 0 (2.13)
に従うことが知られている。また、秩序変数 eiθv(x)は観測量である凝縮原子の分布 ρc(x)と
以下の関係にあるとする。
ρc(x) =
∣∣∣eiθv(x)∣∣∣2 (2.14)
したがって、ρc(x)、eiθv(x)は凝縮している原子の個数Ncと次の関係にある。
Nc =
∫
d3x ρc(x) =
∫
d3x
∣∣∣eiθv0(x)∣∣∣2 (2.15)
実際、非線形方程式 (2.13)の解を用いて評価した ρc(x)やNcは実験をよく再現することが
わかっている [19]。つまり、(2.14)や (2.15)の解釈は正しく、秩序変数が直接観測量となり
えない超伝導状態などとは異なり、自発磁化などと同様に秩序変数が直接観測量と結びつい
ていることを示している。
また、先に述べた凝縮体の干渉の実験 [21, 22, 23]や、量子渦の存在 [24, 25]から、凝縮体
を記述するには秩序変数が必要であることがわかる。確定した位相を持つ秩序変数を仮定し
た数値シミュレーションは干渉の実験の結果をよく再現しており [22]、また、量子渦は位置
依存する位相を持つ秩序変数によって記述することができる。秩序変数が確定した位相を持
つことを量子場の理論で表すためには、異なる位相に属する真空が直交することが要求され
るが、それは 3章で議論する。また、本研究の方法は秩序変数が位置依存する位相を持つ場
合、つまり、凝縮体に量子渦が存在する場合にも拡張可能である点も重要である。Braaten
らの摂動論 [49]は密度 (2.14)を基礎としているため、そのような拡張は望めない。
2.2 対称性を微小に破る項
既に述べたように、相転移後の系を記述するために次のような大域的位相変換対称性を微
小に破る項を導入する。
∆S =
∫
d4x ε	¯
[
e−iθv(x)ψ(x) + eiθv(x)ψ†(x)
]
(2.16)
ここで、εは微小パラメータ、	¯はこの系の典型的なエネルギースケール、つまり、
	¯ = ω (2.17)
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である。この項が大域的位相変換 (2.6)に対して不変でないことは明らかである。ここで導
入した (2.16)は Bogoliubovの quasi-average[59]の微小項と同じ役割を果たす。具体的な例
を挙げると、相転移後のスピン系の自発磁化の向きを決めるためにかける微小磁場と同じ働
きをしている。つまり、この項によって対称性の破れる「向き」を決めている。具体的に破
れるのは大域的位相対称性であるので、ある位相 θを持つように系全体を θ方向に「傾けて」
いるのである。凝縮が生じる場合、真空が無限に縮退しているが、我々はこの中から一つの
真空を選び出し、理論を構築していかなければならない。この系の場合は大域的な位相の値
(0 ∼ 2π)に応じて縮退している。(2.16)の項の導入は、ある確定した位相 θを持つ秩序変数
と真空を選び出すことに対応している。
また、後の議論で明らかになるが、この ε	¯は準粒子のゼロエネルギーモードの赤外部の
正則化項にもなっている。つまり、自発的対称性の破れに伴い発現するNGモードを不定性
なく扱うためにもこの項は必要なのである。特に、この項の存在のためにWT恒等式や、真
空の直交性の議論が可能になり、理論の構造を詳しく調べることが可能になる。
ところで、(2.16)は理論を構成する上で必要な項であって、実際の系は大域的位相変換に
ついて対称であるので、全ての計算の後に極限 ε→ 0を取り、系の対称性を回復させる。そ
の際、ε	¯は上で述べたように正則化項としての役割を果たしているので、極限操作に伴って、
「赤外発散」が現れる。これは凝縮体への量子・熱補正を評価する際にも現れる問題である
が、その場合は凝縮している原子の個数という観測量に繰り込むことでこの問題を回避でき
る。詳しくは第 4章で議論する。
この対称性を破る項を加えた作用を Sεとする。つまり、Sε = S + ∆Sとし、秩序変数と
非凝縮体を表す量子場で書き下すと以下のようになる。
Sε ≡ S0 + S1 + S2 + S3,4 (2.18)
S0 =
∫
d4x
[
v(x)(−K − V + µ + 2ε	¯)v(x)− g
2
v4(x)
]
(2.19)
S1 =
∫
d4x
[
e−iθv(x)
{
−K − V + µ− gv2(x) + ε	¯
}
ϕ(x)
+ ϕ†(x)
{
−K − V + µ− gv2(x) + ε	¯
}
eiθv(x)
]
(2.20)
S2 =
∫
d4x
[
ϕ†(x)(T −K − V + µ)ϕ(x)
− g
2
v2(x)
{
4ϕ†(x)ϕ(x) + e−2iθϕ2(x) + e2iθϕ†2(x)
}]
(2.21)
S3,4 =
∫
d4x
[
−gv(x)
{
eiθϕ†2(x)ϕ(x) + e−iθϕ†(x)ϕ2(x)
}
− g
2
ϕ†(x)ϕ†(x)ϕ(x)ϕ(x)
]
(2.22)
本論文では上記の作用を基にした正準形式の摂動論を用いて議論を展開する。その際、
(2.21)部分を非摂動部分とし、(2.22)を摂動部分として扱う。(2.15)からわかるように、
v(x) ∝
√
Nc (2.23)
であるから、gNcに比例する項は非摂動部分に取り込み、g
√
Ncと gに比例する部分を摂動
として扱うのである。つまり、我々の摂動計算は g
√
Nc < 1という場合に有効である。これ
は、凝縮数が大きい場合には厳しい制限となる。しかし、前にも触れたが Feshbach共鳴の
技術を用いれば [13]、大きな凝縮数の場合にも g
√
Nc < 1を満たす gの実現可能性がある。
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2.3 ハミルトニアン
ここで、正準形式の摂動的量子場の理論の一般論を述べる。一般に、量子場の理論では、
相互作用が存在する場合その非線形性のために直接 Heisenberg表示の場の方程式を解くこ
とは困難である。そこで、相互作用の効果を摂動的に取り入れるために、全ハミルトニアン
を非摂動部分、摂動部分に分け、ループ展開の各オーダーで自己無撞着になるように場の演
算子、真空を選ぶのである [5]。
この系を具体例として考察を進めよう。作用 (2.1)より、量子場 ψˆH(x)の正準運動量を ΠˆH(x)
とすると、
ΠˆH(x) = iψˆ
†
H(x) (2.24)
が得られる。よって、量子化条件は次の正準交換関係で定められる。
[ψˆH(x, t), ΠˆH(x, t)] = [ψˆH(x, t), iψˆ
†
H(x, t)] = iδ
3(x− x′) (2.25)
[ψˆH(x, t), ψˆH(x
′, t)] = 0 (2.26)
[ΠˆH(x, t), ΠˆH(x
′, t)] = [iψˆ†H(x, t), iψˆ
†
H(x
′, t)] = 0 (2.27)
そして、Heisenberg表示のハミルトニアンは
Hˆ =
∫
d3x
[
ψˆ†H(x)(K + V − µ)ψˆH(x) +
g
2
ψˆ†H(x)ψˆ
†
H(x)ψˆH(x)ψˆH(x)
]
(2.28)
となることがわかる。このハミルトニアンより、Heisenbergの運動方程式
i
∂
∂t
ψˆH(x) = (K + V − µ)ψˆH(x) + gψˆ†H(x)ψˆH(x)ψˆH(x) (2.29)
が得られる。
この Heisenbergの運動方程式を解くことができればこの系の振る舞いを全て記述できる
ことになる。しかし、この方程式は非線形であり、これを解くことは一般には困難である。
そこで、非線形部分、つまり、相互作用の効果を摂動的に取り入れ、問題を線形化するこ
とによって問題を解くことにする。つまり、Heisenberg場を非摂動部分を記述する量子場 (こ
れを準粒子場と名付ける)で展開し、その近似解を求めるのである。その際、摂動、もしく
はループ展開の各オーダーで自己無撞着になるように繰り込まれた準粒子場の演算子、真空
を選ぶ必要がある。この繰り込まれた準粒子場の演算子、真空の組による Heisenberg場の
展開をダイナミカルマップと呼ぶ [5]。例えば、凝縮体がない場合は準粒子場を φˆ(x)と選び、
Heisenberg場 ψˆH(x)を φˆ(x)で展開したダイナミカルマップ
ψˆH(x) = φˆ(x) + Fφ
[
φˆ(x), φˆ†(x)
]
(2.30)
を選んで中性原子気体の振る舞いを φˆ(x)で記述するのである。ここで、Fφ
[
φˆ(x), φˆ†(x)
]
は
φˆ(x)と φˆ†(x)のある関数を表す。正確には、選ばれたFock空間に作用する生成・消滅演算子
について正規積になっている [5]。(2.30)の等号は Fock空間内の状態ベクトル間で取られた
行列要素に対してのみ正しい、いわゆる弱い関係 [5]を表していることを注意しておく。ま
た、凝縮体が存在する場合はHeisenberg場の期待値を eiθv(x)、準粒子を ϕˆ(x)に選び、
ψˆH(x) = e
iθv(x) + ϕˆ(x) + F
[
eiθv(x), e−iθv(x), ϕˆ(x), ϕˆ†(x)
]
(2.31)
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とダイナミカルマップを選べば良いことになる。つまり、ダイナミカルマップは、遅延積展
開や、Yang–Feldman展開 [67]
ψˆH(x) = ϕˆin(x) + F
′ [ϕˆin(x), ϕˆ†in(x)] (2.32)
を拡張したものと考えることができる。ここで、ϕˆin(x)は漸近場である。
ダイナミカルマップが意味することを数学的な視点から考えると、数学的性質が不明な非
線形演算子であるHeisenberg場を、線形演算子である準粒子場と、それが作用する線形空間
である真空の組で表す、ということを意味している。今後この組の選び方を「表現」と呼ぶ
ことにする。量子場の理論において、(2.30)や (2.31)のように、様々な準粒子場による展開
が可能であり、多様な表現を取れることがわかる。量子場の理論は、この表現の多様性を用
いて相転移、つまり、同じハミルトニアンで記述される系が全く違う性質を示すことを記述
できるのである。
量子場の理論では、相転移現象の中でも特に、連続対称性が破れ、2次相転移を起こす自
発的対称性の破れと呼ばれている機構が良く調べられている。これは、連続対称性が自発的
に破れることによって量子場が期待値を持ち、それが系の秩序変数を表すというもので、理
論を自己無撞着に構成可能であることがわかっている [5]。具体的に数式で表すと、(2.31)の
ようなダイナミカルマップを選ぶ、つまり、
〈Ω|ψˆH(x)|Ω〉 = eiθv(x) (2.33)
〈Ω|ϕˆ(x)|Ω〉 = 0 (2.34)
となり、υ(x)がゼロでない、有限の値をとった場合に、自発的対称性の破れが起こったとい
い、それが秩序変数を表すのである。ここで、|Ω〉はHeisenberg表示の基底状態である。
このように、一つの Heisenberg場でいくつもの準粒子場を表すことが可能なのはユニタ
リー非同値な真空の存在のためである。量子力学では全ての表現はユニタリー変換で結ばれ
ている (ユニタリー同値)。つまり、異なる表現は単に全表現空間の中の回転に過ぎず、物理
的行列要素は同じになるのである。しかし、量子場の理論では自由度が無限大のために全て
の表現がユニタリー変換で結ばれているわけではない。これが非同値真空である。この非同
値真空の存在のために、ユニタリー変換では結ぶことのできない、「違った状態」を表すこ
とができるのである。その、最も極端な場合が相転移である。(2.31)のように展開すること
ができれば、場が期待値を持つ場合、つまり、秩序変数が存在する場合を記述することが可
能である。
さらに、この非同値真空は秩序変数が確定した位相を持っていることを記述するためにも重
要な性質である。Heisenberg場の期待値が eiθv(x)である真空 |Ω(θ)〉と、eiθ′v(x)である真空
|Ω(θ′)〉を考える。もし、真空 |Ω(θ)〉と |Ω(θ′)〉がユニタリー同値であるとすると、Heisenberg
場の期待値の位相は θでも θ′でも良いことになる。極端な場合として、それらを重ね合わせ
た真空
|Ωθ,θ′〉 = 1√
2
(|Ω(θ)〉+ |Ω(θ′)〉) (2.35)
を定義し、場の期待値を求めると、
〈Ωθ,θ′|ψˆ(x)|Ωθ,θ′〉 = 1
2
[
eiθv(x) + eiθ
′
v(x) + Re〈Ω(θ′)|ψˆ(x)|Ω(θ)〉
]
(2.36)
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となる。右辺は一般には eiθ
′′
v(x)のような形では書けないので、位相が確定しているという
状態を記述することができない。つまり、秩序変数の位相が確定しているという状態を記述
するには異なる位相を持つ秩序変数に属する真空は直交することが必要なのである。しかし、
熱力学的極限を取った場合、つまり、無限個の粒子が凝縮している場合に真空が直交するこ
とは知られている [5]が、有限個の凝縮数の場合に真空が直交するか否かはわかっていない。
特に、この中性原子気体BECの系は凝縮数が 103 ∼ 109個であり、また、磁気トラップに捕
獲されているので通常の熱力学的極限を取ることはできない。このような状況で真空が直交
するか否かは決して自明なことではないが、凝縮体の干渉実験 [21, 22, 23]から、この系で
も異なる位相を持つ秩序変数に属する真空は直交していることが期待される。この系で二つ
の真空が直交しているか否かは第 3章で議論する。
また、ダイナミカルマップは自己無撞着に相互作用の効果を取り入れた準粒子、つまり、
繰り込まれた準粒子で展開されることに注意されたい。繰り込みは摂動展開、ループ展開の
各オーダーで行われるので、ダイナミカルマップは展開の各オーダーで異なることになる。
本論文ではツリーレベルのダイナミカルマップと 1ループレベルのダイナミカルマップを扱
う。上で準粒子を自己無撞着に決定すると述べたが、どのような意味で自己無撞着にするの
かは繰り込み条件で決まる。よって、繰り込み条件がその系の物理を決めるのであるが、運
動量表示を用いることのできないトラップされた BECの系では、繰り込み条件の設定が特
に重要であると思われる。この系における自己エネルギー項の繰り込み条件については第 4
章で議論する。
これより先は相転移温度以下で凝縮体が発現し、系がダイナミカルマップ (2.31)で記述さ
れる場合を考える。作用 (2.18)より、量子場 ϕˆ(x)の正準運動量を πˆ(x)とすると、
πˆ(x) = iϕˆ†(x) (2.37)
が得られる。よって、量子化条件は次の等式で定められる。
[ϕˆ(x, t), πˆ(x′, t)] = [ϕˆ(x, t), iϕˆ†(x′, t)] = iδ3(x− x′) (2.38)
[ϕˆ(x, t), ϕˆ(x′, t)] = 0 (2.39)
[πˆ(x, t), πˆ(x′, t)] = [iϕˆ†(x, t), iϕˆ†(x′, t)] = 0 (2.40)
以後は、両辺に共通な虚数記号 iを省略して
[ϕˆ(x, t), ϕˆ†(x′, t)] = δ3(x− x′) (2.41)
[ϕˆ(x, t), ϕˆ(x′, t)] = 0 (2.42)
[ϕˆ†(x, t), ϕˆ†(x′, t)] = 0 (2.43)
を量子化条件、または正準交換関係と呼ぶこともある。
さて、作用 (2.18)からHamiltonianを構成し、次のように非摂動部分 Hˆ0と摂動部分 Hˆint
に分ける。
Hˆ = Hˆ0 + Hˆint (2.44)
Hˆ0 =
∫
d3x
[
ϕˆ†(x)(K + V − µ)ϕˆ(x)
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+
g
2
v2(x)
{
4ϕˆ†(x)ϕˆ(x) + e−2iθϕˆ2(x) + e2iθϕˆ†2(x)
}]
(2.45)
Hˆint =
∫
d3x
[
e−iθv(x)
{
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯
}
ϕˆ(x)
+ ϕˆ†(x)
{
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯
}
eiθv(x)
+ gv(x)
{
eiθϕˆ†(x)ϕˆ†(x)ϕˆ(x) + e−iθϕˆ†(x)ϕˆ(x)ϕˆ(x)
}
+
g
2
ϕˆ†(x)ϕˆ†(x)ϕˆ(x)ϕˆ(x)
]
(2.46)
この分割の仕方は決して自明ではないが、我々はループ展開を目的としているので、ループ
に寄与しない部分は非摂動部分として取り込んでおきたい。ところが、この分割の仕方にお
いても相互作用ハミルトニアン (2.46)の ϕˆ(x)、ϕˆ†(x)の 1次の部分はループとして寄与しな
い。しかし、これらは秩序変数と非凝縮相の分割を自己無撞着に決める条件によって凝縮体
の量子・熱補正に押し込められることが第 3章でわかる。
2.4 Thermo Field Dynamicsの概要
量子場の理論を有限温度の系に拡張する際、本研究では正準形式の熱場の理論であるTFD
を用いる [5]。この節ではTFDの概要を述べる。まず、あるヒルベルト空間において混合状
態であっても、拡張されたヒルベルト空間においては純粋状態として表すことができる、と
いう事実に注目する。具体的には、次のような混合状態 ρˆ0を考える。
ρˆ0 ≡ f aˆ†aˆ =
∞∑
n=0
fn|n〉〈n| (2.47)
ここで、aˆ†、aˆは生成、消滅演算子、|n〉はその n粒子状態、f は 0 < f < 1を満たすある定
数である。この混合状態 ρ0である演算子 F (aˆ, aˆ†)のアンサンブル平均を計算すると、
〈F (aˆ, aˆ†)〉f ≡
tr
[
ρˆ0F (aˆ, aˆ
†)
]
tr[ρˆ0]
= (1− f)∑
n
fn〈n|F (aˆ, aˆ†)|n〉 (2.48)
となる。これを拡張されたヒルベルト空間、具体的には自由度を倍加したヒルベルト空間の
純粋状態で表現することを考える。まず、生成消滅演算子の自由度を倍加し、その増えた自
由度にチルダをつけて区別することにする。つまり、
{aˆ, aˆ†} −→ {aˆ, aˆ†}, {a˜, a˜†} (2.49)
|n〉 −→ |n, n˜′〉 (2.50)
とするのである。ここで、次の熱的真空を導入する。
|0〉f ≡ C1
∑
n
ρˆα0 |n, n˜〉 (2.51)
f〈0| ≡ C2
∑
n
〈n, n˜|ρˆ(1−α)0 (2.52)
f〈0|0〉f = C1C2
∑
n
〈n|ρ|n〉 = d1d2
1− f = 1 (2.53)
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ここで、パラメーター αは
0 ≤ α ≤ 1 (2.54)
を満たし、定数C1、C2は
C1C2 = 1− f (2.55)
を満たすものとする。この熱的真空を用いて先ほどの演算子 F (aˆ, aˆ†)の期待値を求めると、
f〈0|F (aˆ, aˆ†)|0〉f = C1C2
∑
n
fn〈n|F (aˆ, aˆ†)|n〉 = 〈F (aˆ, aˆ†)〉f (2.56)
となる。これは熱的真空を用いるとアンサンブル平均を純粋状態で表すことができるという
ことを示している。
TFDではこの事実を基に次のようなチルダ自由度を導入する。
Aˆ −→ Aˆ, A˜ (2.57)
このチルダは次の操作を満たすものとする。
(AˆBˆ)~ = A˜B˜ (2.58)
(c1Aˆ + c2Bˆ)~ = c
∗
1A˜ + c
∗
2B˜ (ci: c-number) (2.59)
(Aˆ†)~ = A˜† (2.60)
(A˜)~ = Aˆ (2.61)
|0〉f~ = |0〉f (2.62)
f 〈0|~ = f〈0| (2.63)
全ハミルトニアン H¯は
H¯ = Hˆ − H˜ (2.64)
と定義される。
ここで、|0〉f を真空とする生成消滅演算子 {ξˆ, ξˆ†}、{ξ˜, ξ˜†} を導入する。つまり、
ξˆ|0〉f = 0, ξ˜|0〉f = 0 (2.65)
f 〈0|ξˆ† = 0, f〈0|ξ˜† = 0 (2.66)
を満たすものとする。すると、{ξˆ, ξˆ†}、{ξ˜, ξ˜†} と {aˆ, aˆ†}、{a˜, a˜†}とは次の熱的 Bogoliubov
変換で結ばれていることがわかる。
ξˆ =
1√
1− f aˆ−
fα√
1− f a˜
† (2.67)
ξˆ† =
1√
1− f aˆ
† − f
(1−α)
√
1− f a˜ (2.68)
ξ˜ =
1√
1− f a˜−
fα√
1− f aˆ
† (2.69)
ξ˜† =
1√
1− f a˜
† − f
(1−α)
√
1− f aˆ (2.70)
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観測量は Aˆ、つまり通常の生成消滅演算子 {aˆ, aˆ†}を用いて表され、真空はチルダ、非チル
ダ両方の自由度に関連した |0〉f なので、Feynman法は熱的Bogoliubov変換を通して {aˆ, aˆ†}
を {ξˆ, ξˆ†}、{ξ˜, ξ˜†} に変換して構築される。
以上の議論は 1自由度について行ったが、量子場の理論で必要とされる無限自由度の場合
にもそのまま拡張することができる [5]。
また、本論文ではでは扱う状態を熱平衡状態に限るので
f = e−βE (2.71)
と置いている。ここで、βは逆温度 (inverse temperature)、Eは Hˆ の固有値である。また、
本論文では α = 1/2を採用していることも付け加えておく。
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第3章
ツリーレベル
この章ではツリーレベルにおける凝縮体、非凝縮体の種々の性質について考察する。まず、
ツリーレベルにおいて凝縮体が従う方程式、つまり、GP方程式を導出する。次に準粒子描
像を構築するために、一般化されたBogoliubov変換を導入する。本研究で用いる一般化され
たBogoliubov変換は、江沢らによって提唱された一般化されたBogoliubov変換 [60]を、NG
モードも含めて扱えるようにさらに一般化したものである。この一般化された Bogoliubov
変換を用いて、NGモードをエネルギーがゼロの準粒子のモードとして記述する。この方法
をゼロエネルギーモードの方法と呼ぶ。次に、ゼロエネルギーモードの方法を用いて伝播関
数を構成し、ツリーレベルにおけるWT恒等式を議論する。そこではNGモードが恒等式の
成立に本質的な役割を担っていることが明らかになる。また、2.3節で論じた、異なる位相
に属する真空の直交性についても議論する。これは凝縮体の干渉実験の議論に直接関係する
重要な性質であることは前に述べた通りである。次に、一般化された Bogoliubov変換の方
法と、BdGの方法の同等性を示す。特に、両者に際立った違いがみられるNGモードの扱い
(ゼロエネルギーモード、量子座標)についてもその関係を明らかにする。そして、量子座標
を用いる定式化におけるツリーレベルの伝播関数を構成する。
まず、Heisenberg場のツリーレベルにおけるダイナミカルマップを次のように与える。
ψˆH(x) = e
iθv0(x) + ϕˆ0(x) + F0
[
eiθv0(x), e
−iθv0(x), ϕˆ0(x), ϕˆ
†
0(x)
]
(3.1)
ϕˆ0(x)はツリーレベルにおいて自己無撞着に決定される準粒子場である。その具体的な表現、
つまり、準粒子の生成消滅演算子による展開を以下で決定する。
3.1 Gross–Pitaevskii方程式
ツリーレベルでは
δS
δϕ
∣∣∣∣∣
ϕ=0
= 0 (3.2)
という条件から、秩序変数 eiθv0(x)の従う方程式が得られる。[
K + V − µ+ gv20(x)− ε	¯
]
v0(x) = 0 (3.3)
この方程式は ε→ 0の極限でGP方程式 (2.13)と一致する。また、(3.3)の解の v0(x)は厳密
には εに依存した関数であるので、その依存性を明記して、例えば εで展開した形、
v
(ε)
0 (x) = v
(0)
0 (x) + v
(1)
0 (x)ε + v
(2)
0 (x)ε
2 + · · · (3.4)
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で表すと、 [
K + V − µ + gv(0)0
2
]
v
(0)
0 = 0 (3.5)
などとなる。しかし、この v0(x)の ε依存性はこの後の 1ループレベルにおける凝縮体への
量子・熱補正の計算などには影響しないので、本論文ではこのことは無視して単に v0(x)と
表すことにする。位相因子を含めた秩序変数 eiθv0(x)は、ツリーレベルにおいて、凝縮して
いる原子の数Ncと
Nc =
∫
d3x
∣∣∣eiθv0(x)∣∣∣2 =
∫
d3xv20(x) (3.6)
という関係にあるとする。
条件 (3.2)は「Sにおいて ϕに関する 1次の相互作用部分を取り出し、その部分をゼロに
する」という意味である。この条件について詳しく考察する。ツリーレベルにおいて相互作
用描像で場を
ψˆ(x) = eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.7)
のように展開し、Hamiltonianを構成すると (2.44)の v(x)を v0(x)に置き換えたものが得ら
れる。次に具体的な演算子、状態には触れずに
〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = eiθv0(x) (3.8)
〈Ω|ϕˆ0(x)|Ω〉 = 0 (3.9)
という条件を考える。これはツリーレベルで場 ψˆ(x)を秩序変数 eiθv0(x)と非凝縮体 ϕˆ0(x)に
自己無撞着に分割する条件である。この条件をさらに考察するために形式的に摂動展開をし
てみる。「形式的」という意味は場の演算子、それが作用する状態の具体形には触れずに摂
動展開を行うという意味である。すると、ゼロループレベルつまりツリーレベルで次の等式
が成り立つ。
( 〈Ω|ϕˆ0(x)|Ω〉
〈Ω|ϕˆ†0(x)|Ω〉
)
=
∫
d4x′
( 〈Ω0|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ω0〉 〈Ω0|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ω0〉
〈Ω0|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ω0〉 〈Ω0|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ω0〉
)
×
(
eiθP0(x
′)
e−iθP0(x′)
)
= 0 (3.10)
ここで、
P0(x) ≡
[
K + V − µ + gv20(x)− ε	¯
]
v0(x) (3.11)
である。ただし、ツリーレベルにおける真空を仮に |Ω0〉と書いた。xは任意なので、v0(x)は
(3.3)の解であることになる。これで、ツリーレベルで (3.8)を要請することと、条件式 (3.2)
とは同値である事が示された。
3.2 一般化されたBogoliubov変換
次に、摂動展開の準備として準粒子の生成消滅演算子とその演算子が作用する真空を具体
的に構成する。つまり、非摂動ハミルトニアン (2.45)を対角的にするような準粒子描像を構
3.2. 一般化されたBogoliubov変換 19
成する。そのために、しばらくは場の時間依存性には触れず、場の時間発展は準粒子描象が
得られてから考えることにする。
まず、ハミルトニアンの具体形には触れずに条件 (3.8)、(3.9)を満たす準粒子描像を求め
る。その第一段階として、まず完全正規直交系 {un(x)}と生成消滅演算子 {aˆn, aˆ†n}を用いて
ψˆ(x)を次のように展開する。
ψˆ(x) =
∞∑
n=0
aˆnun(x) (3.12)
ここで、un(x)は次の固有方程式の固有値 εnに属する解とする。[
K + V − µ+ gv20(x)
]
un(x) = (εn + ε	¯)un(x) (3.13)
(3.3)と (3.13)を比べると、n = 0の固有関数 u0(x)(固有値 ε0 = 0)と秩序変数の位相を除い
た部分 v0(x)は
v0(x) =
√
Ncu0(x) (3.14)
という関係にあることがわかる。また、{un(x)}は次の完全性条件、直交条件を満たす。
∞∑
n=0
un(x)un(x
′) = δ3(x− x′) (3.15)
∫
d3xun(x)un′(x) = δnn′ (3.16)
{un(x)}は本来 εに依存した関数であるので、その依存性を明記して、例えば εについて展
開することによって
u(ε)n (x) = u
(0)
n (x) + u
(1)
n (x)ε+ u
(2)
n (x)ε
2 + · · · (3.17)
とし、 [
K + V − µ + gv20(x)
]
u
(0)
0 (x) = εnu
(0)
n (x) (3.18)
などとすべきであるが、1ループレベルでの秩序変数への量子・熱補正の計算などには un(x)
の ε依存性は影響しない。そこで、{un(x)}の ε依存性はあらわには書かないことにする。た
だし、BdG方程式との関係を議論する際にはこの ε依存性を再び明記する。
{aˆn, aˆ†n}の真空を |0〉と表すことにする。つまり、
aˆn|0〉 = 0 (3.19)
を満たすとする。すると、場の時間発展を考え、ψˆ(x)のこの真空での期待値を考えると、場
の展開 (3.12)と真空 (3.19)の組み合わせでは
〈0|ψˆ(x)|0〉 = 0 (3.20)
となり、条件 (3.8)を満たさない。
そこで、まず、aˆ0のコヒーレント状態 |0(θ)〉を考える。この状態は、具体的には
|0(θ)〉 ≡ exp
(
−1
2
Nc
)
exp
(
eiθ
√
Ncaˆ
†
0
)
|0〉 (3.21)
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と定義され、
aˆn|0(θ)〉 = eiθ
√
Ncδn0|0(θ)〉 (3.22)
を満たす。
次に、演算子 {aˆθ,n, aˆ†θ,n}を次式によって導入する。
aˆθ,n ≡ aˆn − eiθ
√
Ncδn0 (3.23)
aˆ†θ,n ≡ aˆ†n − e−iθ
√
Ncδn0 (3.24)
この演算子の真空は |0(θ)〉である。つまり、
aˆθ,n|0(θ)〉 = 0 (3.25)
が成立する。この新しい演算子は次の正準交換関係を満たす生成消滅演算子であることが分
かる。
[aˆθ,n, aˆ
†
θ,n′] = δnn′ (3.26)
[aˆθ,n, aˆθ,n′] = [aˆ
†
θ,n, aˆ
†
θ,n′] = 0 (3.27)
そこで、この新しい生成消滅演算子を用いて ϕˆ0(x)を次のように定義する。
ϕˆ0(x) ≡
∞∑
n=0
aˆθ,nun(x) (3.28)
ϕˆ†0(x) ≡
∞∑
n=0
aˆ†θ,nun(x) (3.29)
すると、ψˆ(x)は (3.12)から次のように変形される。
ψˆ(x) =
∞∑
n=0
aˆnun(x)
=
∞∑
n=0
[
eiθ
√
Ncu0(x)δn0 +
{
aˆnun(x)− eiθ
√
Ncu0(x)δn0
}]
= eiθv0(x) +
∞∑
n=0
aˆθ,nun(x)
= eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.30)
したがって、場の時間発展を考えると、
ψˆ(x) −→ ψˆ(x) = eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.31)
となる。この場の真空期待値を求めると、
〈0(θ)|ψˆ(x)|0(θ)〉 = eiθv0(x) (3.32)
〈0(θ)|ϕˆ0(x)|0(θ)〉 = 0 (3.33)
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となり、条件 (3.8)、(3.9)を満たす。また、Heisenberg表示の非摂動場 {ϕˆ0(x), ϕˆ†0(x)}は次
の同時刻正準交換関係を満たす。
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] =
∞∑
n,n′=0
un(x)un′(x)[aˆθ,n(t), aˆ
†
θ,n′(t)]
=
∞∑
n=0
un(x)un(x)
= δ3(x− x′) (3.34)
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ0(x
′, t)] =
∞∑
n,n′=0
un(x)un′(x)[aˆθ,n(t), aˆθ,n′(t)] = 0 (3.35)
[ϕˆ†0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] =
∞∑
n,n′=0
un(x)un′(x)[aˆ
†
θ,n(t), aˆ
†
θ,n′(t)] = 0 (3.36)
ここで、(3.34)式より明らかなように、n = 0のモードが ϕˆ(x)、ϕˆ†(x)に含まれることが同
時刻正準交換関係の成立に不可欠である。また、場 ψˆ(x)と ψˆ†(x)も同様に同時刻正準交換
関係を満たすのは明らかである。
[ψˆ(x, t), ψˆ†(x′, t)] = [ϕˆ0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] = δ3(x− x′) (3.37)
[ψˆ(x, t), ψˆ(x′, t)] = [ϕˆ0(x, t), ϕˆ0(x′, t)] = 0 (3.38)
[ψˆ†(x, t), ψˆ†(x′, t)] = [ϕˆ†0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] = 0 (3.39)
ここまでの議論では、場の期待値の条件のみから生成消滅演算子、真空を決定しただけで、
具体的なハミルトニアンは用いていなかった。ここからは具体的なハミルトニアンを用いて
この系で実現する準粒子描像を構築していく。条件 (3.8)、(3.9)を満たす表現が得られたの
で、非摂動ハミルトニアン (2.45)に代入すると、
Hˆ0 =
∞∑
n=0
(εn+ε	¯)aˆ
†
θ,naˆθ,n+
∞∑
n,n′=0
[
2aˆ†θ,nUnn′ aˆθ,n′ + e
−2iθaˆθ,nUnn′ aˆθ,n′ + e2iθaˆ
†
θ,nUnn′ aˆ
†
θ,n′
]
(3.40)
となる。ここで、
Unn′ =
g
2
∫
d3x v20(x)un(x)un′(x) (3.41)
である。
生成消滅演算子で展開された (3.40)をみると {aˆθ,n, aˆ†θ,n}について非対角的である。そこ
で、まず、次のようなエルミート演算子 {qˆθ,n, pˆθ,n}を定義する。
qˆθ,n ≡
√
1
2(εn + ε	¯)
[
e−iθaˆθ,n + eiθaˆ
†
θ,n
]
(3.42)
pˆθ,n ≡ −i
√
εn + ε	¯
2
[
e−iθaˆθ,n − eiθaˆ†θ,n
]
(3.43)
これらは定義より、正準交換関係
[qˆθ,n, pˆθ,n′] = −i1
2
√
εn′ + ε	¯
εn + ε	¯
(
−[aˆn, aˆ†n′] + [aˆ†n, aˆn′] + e−2iθ[aˆn, aˆn′]− e2iθ[aˆ†n, aˆ†n′ ]
)
= iδnn′ (3.44)
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[qˆθ,n, qˆθ,n′] =
1
2
√
1
(εn + ε	¯)(εn′ + ε	¯)
(
[aˆn, aˆ
†
n′ ] + [aˆ
†
n, aˆn′] + e
−2iθ[aˆn, aˆn′] + e2iθ[aˆ†n, aˆ
†
n′]
)
= 0 (3.45)
[pˆθ,n, pˆθ,n′] =
1
2
√
(εn + ε	¯)(εn′ + ε	¯)
(
[aˆn, aˆ
†
n′ ] + [aˆ
†
n, aˆn′ ]− e−2iθ[aˆn, aˆn′]− e2iθ[aˆ†n, aˆ†n′ ]
)
= 0 (3.46)
を満たすことがわかる。これらの演算子で Hˆ0を書き直すと、
Hˆ0 =
∞∑
n,n′=0
[
1
2
pˆ2θ,nδnn′ +
1
2
qˆθ,nWnn′ qˆθ,n′ −
{
1
2
(εn + ε	¯) + Unn
}
δnn′
]
(3.47)
を得る。ここで、
Wnn′ = (εn + ε	¯)
2δnn′ + 4
√
εn + ε	¯Unn′
√
εn′ + ε	¯ (3.48)
である。この行列W は以下のようなブロック構造を持っている。
W =

 4(ε	¯)U00 + O (ε2)
√
ε	¯u′T + O
(
ε
3
2
)
√
ε	¯u′ + O
(
ε
3
2
)
W ′ + (ε	¯)w′ + O (ε2)

 (3.49)
ここで、
u′ =


4
√
ε1U10
4
√
ε2U20
...

 (3.50)
u′T = (4
√
ε1U10, 4
√
ε2U20, . . . ) (3.51)
W ′mm′ = ε
2
mδmm′ + 4
√
εmUmm′
√
εm′ (m,m
′ = 1, 2, . . . ) (3.52)
w′mm′ = 2
[
εmδmm′ +
(√
εm
εm′
+
√
εm′
εm
)
Umm′
]
(m,m′ = 1, 2, . . . ) (3.53)
である。次に
∞∑
m,m′=0
OnmWmm′On′m′ = E
2
nδnn′ (3.54)
というように、行列W を対角化する直交行列Oとその固有値 {En}を導入する。特にn = 0
の固有値を明記しておく。
E0 =
√
ε	¯
[
4U00 −
(
u′TW ′−1u′
)] 1
2 + O
(
ε
3
2
)
≡ √ε	¯
√
E¯0 + O
(
ε
3
2
)
(3.55)
また、行列Oも行列W と同様に次のようにブロック構造をもつ。
O =

 1− 12(ε	¯)
(
u′TW ′−2u′
)
+ O (ε2) −√ε	¯
(
u′TW ′−1
)
+ O
(
ε
3
2
)
√
ε	¯
(
O′W ′−1u′
)
+ O
(
ε
3
2
)
O′ + O (ε)

 (3.56)
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ここで、
(
u′TW ′−1
)
=
( ∞∑
n=0
u′nW ′
−1
n1 ,
∞∑
n=0
u′nW ′
−1
n2 , . . .
)
(3.57)
(
O′W ′−1u′
)
=


∞∑
m,n=0
O′1nW ′
−1
nmu
′
m
∞∑
m,n=0
O′2nW ′
−1
nmu
′
m
...


(3.58)
である。本来は (3.56)において n, n′ ≥ 1の成分についても ε1のオーダーまで成分を求める
べきであるが、今後の計算には影響がないので省略する。また、行列
(E′)nn′ = Enδnn′ + O
(
ε
1
2
)
(n, n′ = 1, 2, . . .) (3.59)
を定義すると、直交行列O′は次の性質を満たす。
O′W ′O′T = E′2 (3.60)
この直交行列O(3.56)を用いて、{pˆn, qˆn}から {Pˆn, Qˆn}に正準変換する。
Qˆθ,n =
∞∑
m=0
Onmqˆθ,m (3.61)
Pˆθ,n =
∞∑
m=0
Onmpˆθ,m (3.62)
変換後の演算子 {Qˆθ,n, Pˆθ,n}で非摂動ハミルトニアン Hˆ0を書き直すと、対角的な形になる。
Hˆ0 =
∞∑
n=0
[
1
2
Pˆ 2θ,n +
1
2
E2nQˆ
2
θ,n −
1
2
(εn + ε	¯)− Unn
]
(3.63)
=
∞∑
n=0
[
Enbˆ
†
θ,nbˆθ,n +
{
1
2
En − 1
2
(εn + ε	¯)− Unn
}]
(3.64)
(3.64)で導入された新たな生成消滅演算子 {bˆθ,n, bˆθ,n}は以下のように定義されている。
bˆθ,n ≡ 1√
2
(√
EnQˆθ,n +
i√
En
Pˆθ,n
)
(3.65)
bˆ†θ,n ≡
1√
2
(√
EnQˆθ,n − i√
En
Pˆθ,n
)
(3.66)
また、生成消滅演算子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}は {aˆθ,n, aˆ†θ,n}と次の一般化された Bogoliubov変換で結ば
れている。
bˆθ,n =
∞∑
m=0
[
e−iθCnmaˆθ,m + eiθSnmaˆ
†
θ,m
]
(3.67)
bˆ†θ,n =
∞∑
m=0
[
eiθCnmaˆ
†
θ,m + e
−iθSnmaˆθ,m
]
(3.68)
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この逆変換は次のようになる。
aˆθ,n = e
iθ
∞∑
m=0
[
Cmnbˆθ,m − Smnbˆ†θ,m
]
(3.69)
aˆ†θ,n = e
−iθ
∞∑
m=0
[
Cmnbˆ
†
θ,m − Smnbˆθ,m
]
(3.70)
変換行列CとSの行列要素はそれぞれ
Cnm =
1
2
(√
En
εm + ε	¯
+
√
εm + ε	¯
En
)
Onm (3.71)
Snm =
1
2
(√
En
εm + ε	¯
−
√
εm + ε	¯
En
)
Onm (3.72)
となり、
∞∑
m=0
[CnmCn′m − SnmSn′m] = δnn′ (3.73)
∞∑
m=0
[CnmSn′m − SnmCn′m] = 0 (3.74)
という関係式を満たすことがわかる。また、ここに、今後の計算上重要な役割を果たすn = 0
の成分を含んだ変換行列の成分を、ε展開の形で示しておく。
C00 =
1
2
(E¯0)
1
4 (ε	¯)−
1
4 +
1
2
(E¯0)
− 1
4 (ε	¯)
1
4 − 1
4
(E¯0)
1
4
(
u′TW ′−2u′
)
(ε	¯)
3
4 + O
(
ε
5
4
)
(3.75)
S00 =
1
2
(E¯0)
1
4 (ε	¯)−
1
4 − 1
2
(E¯0)
− 1
4 (ε	¯)
1
4 − 1
4
(E¯0)
1
4
(
u′TW ′−2u′
)
(ε	¯)
3
4 + O
(
ε
5
4
)
(3.76)
C0n = −1
2
√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
(E¯0)
− 1
4 (ε	¯)
1
4 − 1
2
1√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
(E¯0)
1
4 (ε	¯)
3
4 + O
(
ε
5
4
)
(3.77)
S0n =
1
2
√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
(E¯0)
− 1
4 (ε	¯)
1
4 − 1
2
1√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
(E¯0)
1
4 (ε	¯)
3
4 + O
(
ε
5
4
)
(3.78)
Cn0 = Sn0 =
1
2
√
En
(
O′W ′−1u′
)
n
+ O(ε) (3.79)
さらに、準粒子の生成消滅演算子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}は (3.73)、(3.74)より、正準交換関係を満た
すことがわかる。つまり、以下の等式を満たす。
[ˆbθ,n, bˆ
†
θ,n′] = δnn′ (3.80)
[ˆbθ,n, bˆθ,n′] = [ˆb
†
θ,n, bˆ
†
θ,n′] = 0 (3.81)
また、準粒子の生成消滅演算子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}の真空を |Ωb(θ)〉とすると、{aˆθ,n, aˆ†θ,n}の真空
|0(θ)〉 とは次の関係がある。
|Ωb(θ)〉 = [det (C)]− 12 exp

−1
2
e2iθ
∞∑
,m,n=0
(
aˆ†θ,C
−1
mSmnaˆ
†
θ,n
) |0(θ)〉 (3.82)
3.2. 一般化されたBogoliubov変換 25
以上で、非摂動ハミルトニアン Hˆ0を対角的にする準粒子描像 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}が得られた。こ
れらの生成消滅演算子で非凝縮体 ϕˆ0(x)、ϕˆ
†
0(x)を展開すると
ϕˆ0(x) = e
iθ
∞∑
n=0
[
bˆθ,n(t)uCn(x)− bˆ†θ,n(t)uSn(x)
]
= eiθ
∞∑
n=0
[
bˆθ,nuCn(x)e
−iEnt − bˆ†θ,nuSn(x)eiEnt
]
(3.83)
ϕˆ†0(x) = e
−iθ
∞∑
n=0
[
bˆ†θ,n(t)uCn(x)− bˆθ,n(t)uSn(x)
]
= e−iθ
∞∑
n=0
[
bˆ†θ,nuCn(x)e
iEnt − bˆθ,nuSn(x)e−iEnt
]
(3.84)
が得られる。ここで、表記の簡素化のため次の記号を導入した。
uCn(x) ≡
∞∑
m=0
Cnmum(x) (3.85)
uSn(x) ≡
∞∑
m=0
Snmum(x) (3.86)
また、以下の計算により、この展開は {ϕˆ0(x), ϕˆ†0(x)}の同時刻正準交換関係を保存する展
開になっていることがわかる。
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] =
∞∑
n,m=0
[
{uCn(x)uCm(x′)− uSn(x)uSm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
− uCn(x)uSm(x′)[ˆbθ,n(t), bˆθ,m(t)]− uSn(x)uCm(x′)[ˆb†θ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
]
=
∞∑
n=0
[uCn(x)uCn(x
′)− uSn(x)uSn(x′)]
=
∞∑
,m,n=0
(CnCnm − SnSnm) u(x)um(x′)
=
∞∑
n=0
un(x)un(x
′)
= δ3(x− x′) (3.87)
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ0(x
′, t)] = e2iθ
∞∑
n,m=0
[
−{uCn(x)uSm(x′)− uSn(x)uCm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
+ uCn(x)uCm(x
′)[ˆbθ,n(t), bˆθ,m(t)] + uSn(x)uSm(x′)[ˆb
†
θ,n(t), bˆ
†
θ,m(t)]
]
= −e2iθ
∞∑
n=0
[uCn(x)uSn(x
′)− uSn(x)uCn(x′)]
= −e2iθ
∞∑
,m,n=0
(CnSnm − SnCnm) u(x)um(x′)
= 0 (3.88)
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[ϕˆ†0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] = e−2iθ
∞∑
n,m=0
[
−{uSn(x)uCm(x′)− uCn(x)uSm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
+ uSn(x)uSm(x
′)[ˆbθ,n(t), bˆθ,m(t)] + uCn(x)uCm(x′)[ˆb
†
θ,n(t), bˆ
†
θ,m(t)]
]
= −e−2iθ
∞∑
n=0
[uSn(x)uCn(x
′)− uCn(x)uSn(x′)]
= −e−2iθ
∞∑
,m,n=0
(SnCnm − CnSnm)u(x)um(x′)
= 0 (3.89)
また、場 ψˆ(x)、ψˆ†(x)も明らかに同時刻交換関係を満たしている。
ここで、n = 0のモード、つまり、NGモードについて考察する。(3.75)、(3.76)を見ても
明らかなように、(3.83)で表される準粒子場 ϕˆ0(x)の中の n = 0のモードは ε→ 0 の極限で
生成消滅演算子の係数が発散する。後に、この発散がWT恒等式の成立や、異なる真空の直
交性にとって不可欠であることがわかるが、ここではこの発散と n = 0のモードの準粒子の
個数との関係を考察する。まず、n = 0の準粒子の個数 n0を通常の定義から
nˆ0 ≡ bˆ†θ,0bˆθ,0 (3.90)
としてみる。この真空による期待値は当然
〈Ωb(θ)|nˆ0|Ωb(θ)〉 = 〈Ωb(θ)|bˆ†θ,0bˆθ,0|Ωb(θ)〉 = 0 (3.91)
となり、(3.90)の定義によると n = 0のモードの粒子数はゼロ個である。次に、準粒子の分
布 nˆ(x)を
nˆ(x) ≡ ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x) (3.92)
と定義するとその真空期待値は
〈Ωb(θ)|nˆ(x)|Ωb(θ)〉 = 〈Ωb(θ)|ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x)|Ωb(θ)〉 =
∞∑
n=0
u2Sn(x) (3.93)
となる。ここで、(3.93)の n = 0の部分を準粒子の n = 0のモードの粒子分布と解釈し直し、
さらにxについて積分したものを n = 0のモードの粒子数と解釈し直す。それを nϕ,0と定義
すると、
nϕ,0 ∝ ε− 12 (3.94)
となり、ε→ 0の極限で発散する。つまり、準粒子の個数の定義によっては (3.83)の中に現
れる発散は n = 0のモードの準粒子の個数が無限個あると解釈することもできる。しかし、
(3.90)の定義を採用すれば発散は n = 0のモードの個数には関係ないのでこの発散の物理的
解釈にはさらなる考察が必要であると思われる。
なお、この章で展開した方法は、n = 0のモードをエネルギーがゼロの準粒子のモードと
して扱うという意味で、「ゼロエネルギーモードの方法」と呼ばれる。
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3.3 ゼロエネルギーモードの方法によるNGモードの取り扱い
この節ではゼロエネルギーモードの方法でNGモードを扱う。この方法を用いると、WT
恒等式、真空の直交性について議論することが可能である。
まず、ゼロエネルギーモードの方法で伝播関数を構成する。そして、それらを用いてWT
恒等式を計算する。その結果、WT恒等式の成立にはNGモードが不可欠であることがわか
る。次に、凝縮体がある定まった位相を持つことを記述するのに必要とされる真空の直交性
について議論する。異なる位相で特徴付けられる真空が直交するには幾つかの機構が考えら
れるが、これまで知られていた真空が直交する機構 [5, 68, 69, 70]の他に、ゼロエネルギー
モードの存在によって真空が直交するという機構が考えられることがわかる。
なお、これまで準粒子の生成消滅演算子と真空にそれぞれ bˆθ,n、bˆθ,n、|Ωb(θ)〉と添え字 θを
明記してきたが、θ依存性が重要でない場合には省略し、bˆn、bˆn、|Ωb〉 とする場合がある。
3.3.1 ゼロエネルギーモードを用いた伝播関数
前節で得られた準粒子の生成消滅演算子 {bˆn, bˆ†n}とその真空 |Ωb〉を用いて、ツリーレベル
の伝播関数を構成する。まず、次のような列表示を導入する。
Φˆi =
{
ϕˆ0 (for i = 1)
ϕˆ†0 (for i = 2)
(3.95)
Φˆ†i =
{
ϕˆ†0 (for i = 1)
ϕˆ0 (for i = 2)
(3.96)
この表記を用いて、ツリーレベルにおける 2×2行列伝播関数を以下のように定義する。
G0(x,x
′; t− t′) ≡
(
G0,11(x,x
′; t− t′) G0,12(x,x′; t− t′)
G0,21(x,x
′; t− t′) G0,22(x,x′; t− t′)
)
(3.97)
各成分は
G0,ij(x,x
′; t− t′) ≡ −i〈Ωb|T [Φˆi(x, t)Φˆ†j(x′, t′)]|Ωb〉 (3.98)
と定義され、具体的には次のようになる。
G0,11(x,x
′; t− t′) = −i〈Ωb|T [ϕˆ0(x, t)ϕˆ†0(x′, t′)]|Ωb〉
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
uCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′)
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
uSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t
′−t) (3.99)
G0,22(x,x
′; t− t′) = −i〈Ωb|T [ϕˆ†0(x, t)ϕˆ0(x′, t′)]|Ωb〉
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
uSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′)
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
uCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t
′−t) (3.100)
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G0,12(x,x
′; t− t′) = −i〈Ωb|T [ϕˆ0(x, t)ϕˆ0(x′, t′)]|Ωb〉
= iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=0
uCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′)
+ iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=0
uSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t
′−t) (3.101)
G0,21(x,x
′; t− t′) = −i〈Ωb|T [ϕˆ†0(x, t)ϕˆ†0(x′, t′)]|Ωb〉
= iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=0
uSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′)
+ iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=0
uCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t
′−t) (3.102)
ここで、トラップポテンシャルが並進対称性を破っているため、位置に関してはその差x−x′
の関数にはなっていないが、時間に関しては定常問題を仮定しているため差 t− t′の関数に
なっていることに注意が必要である。
時間に関して Fourier変換した伝播関数G0(x,x′;ω)を次のように定義する。
G0(x,x
′; t− t′) ≡
∫ dω
2π
G0(x,x
′;ω)e−iω(t−t
′) (3.103)
=
∫
dω
2π
(
G0,11(x,x
′;ω) G0,12(x,x′;ω)
G0,21(x,x
′;ω) G0,22(x,x′;ω)
)
e−iω(t−t
′) (3.104)
その各成分は
G0,11(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[
1
ω −En + iδuCn(x)uCn(x
′)− 1
ω + En − iδuSn(x)uSn(x
′)
]
(3.105)
G0,22(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[
1
ω −En + iδuSn(x)uSn(x
′)− 1
ω + En − iδuCn(x)uCn(x
′)
]
(3.106)
G0,12(x,x
′;ω) = e2iθ
∞∑
n=0
[
− 1
ω − En + iδuCn(x)uSn(x
′)
+
1
ω + En − iδuSn(x)uCn(x
′)
]
(3.107)
G0,21(x,x
′;ω) = e−2iθ
∞∑
n=0
[
− 1
ω − En + iδuSn(x)uCn(x
′)
+
1
ω + En − iδuCn(x)uSn(x
′)
]
(3.108)
である。ここで、δは微小量である。
この 2×2行列の伝播関数をTFDを用いて 4×4行列の有限温度の伝播関数へと拡張する。
bˆn = cnξˆn − snξ˜†n, bˆn = cnξˆ†n − snξ˜n
b˜n = cnξ˜n − snξˆ†n, b˜†n = cnξ˜†n − snξˆn
(3.109)
ここで、
cn =
1√
1− exp(−βEn)
(3.110)
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sn =
exp
(
−1
2
βEn
)
√
1− exp(−βEn)
(3.111)
である。なお、cn、snは等式
c2n − s2n = 1 (3.112)
を満たしていることに注意しておく。
準粒子場 {ϕˆ0(x), ϕˆ†0(x)}、{ϕ˜0(x), ϕ˜†0(x)}を {ξˆn, ξˆ†n, ξ˜n, ξ˜†n} で展開すると、
ϕˆ0(x) = e
iθ
∞∑
n=0
[(
cnξˆn − snξ˜†n
)
uCn(x)e
−iEnt −
(
cnξˆ
†
n − snξ˜n
)
uSn(x)e
iEnt
]
(3.113)
ϕˆ†0(x) = e
−iθ
∞∑
n=0
[(
cnξˆ
†
n − snξ˜n
)
uCn(x)e
iEnt −
(
cnξˆn − snξ˜†n
)
uSn(x)e
−iEnt
]
(3.114)
ϕ˜0(x) = e
−iθ
∞∑
n=0
[(
cnξ˜n − snξˆ†n
)
uCn(x)e
iEnt −
(
cnξ˜
†
n − snξˆn
)
uSn(x)e
−iEnt
]
(3.115)
ϕ˜†0(x) = e
iθ
∞∑
n=0
[(
cnξ˜
†
n − snξˆn
)
uCn(x)e
−iEnt −
(
cnξ˜n − snξˆ†n
)
uSn(x)e
iEnt
]
(3.116)
が得られる。これらの場の表示と熱的真空 |Ωb〉βを用いれば 4×4行列熱的伝播関数が構成で
き、その具体形は付録Aに記す。
3.3.2 Ward–高橋恒等式
この節ではWT恒等式について議論する [5, 51]。まず、一般の系でWT恒等式を導出し、
その後、トラップされたBECの系での議論に移る。
序論でも触れたように、系の対称性から要請されるのは場で表されたNoether電荷保存で
ある。一方、2.3節で議論したように量子場の理論ではダイナミカルマップの選び方は何通り
もある。自己無撞着な計算であればどのような準粒子場を選んでも良いのである。しかし、
系の対称性を破るような近似を基にした準粒子を選ぶことは避けたい。そこで、前節で得た
準粒子描像が系の対称性を保持しているか調べることにする。それには表示によらずに、系
の対称性から導かれる関係式が必要となる。それがWT恒等式である。
初めに次のような場の微小変換を考える。
ψ(x) −→ ψ(x) + ξδψ(x) (3.117)
ここで、ξは微小な変数である。一般に、この微小変換に対してNoether流Nµ = (N0,N)
を求めると、
Nµ(x) =
∂L
∂∂µψ(x)
δψ(x) (3.118)
が得られ、それらは次の等式を満たす。
∂
∂t
N0(x) +∇ ·N(x) = δL(x) (3.119)
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ここで、δL(x)は微小変換 (3.117)によるラグランジアンの変化分である。これらの量を正
準形式の演算子で書き換え、次のように演算子 Nˆ(t)を定義する。
Nˆ(t) ≡
∫
d3x Nˆ0(x) (3.120)
この演算子 Nˆ(t)は微小変換 (3.117)の生成子になっていることが、次の関係式でわかる。
[ψˆ(x), Nˆ(t′)]δ(t− t′) = iδ(t− t′)δψˆ(x) (3.121)
以上 (3.119)、(3.120)、(3.121)より、次の等式が導かれる。
∂
∂t
〈Ω|T [Nˆ(t)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)|Ω〉 =
n∑
a=1
δ(t− ta)〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · [Nˆ(t), ψˆ(xa)] · · · ψˆ(xn)]|Ω〉
+ 〈Ω|T
[(
d
dt
Nˆ(t)
)
ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)
]
|Ω〉
= −i
n∑
a=1
δ(t− ta)〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)|Ω〉
+
∫
d3x 〈Ω|T [δLˆ(x)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉 (3.122)
両辺を時間 tについて積分すると、
i
n∑
a=1
〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉 =
∫
d4x 〈Ω|T [δLˆ(x)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉 (3.123)
が得られる。これがWT恒等式である。
これから先は一般論で導かれた厳密なWT恒等式をトラップされた BECの系に適用し、
そこでのWT恒等式の成否を議論する。まず、凝縮体が存在しない場合のトラップされた中
性原子気体の系を考え、この系に対して微小な大域的位相変換を考える。変換
ψ(x) −→ eiξψ(x) (3.124)
による場の変化分は
δψˆ(x) = iψˆ(x) (3.125)
となる。この変換に付随するNoether流は
Nˆ0 = ψˆ†(x)ψˆ(x)
Nˆ =
i
2m
{
[∇ψˆ†(x)]ψˆ(x)− ψˆ†(x)[∇ψˆ(x)]
}
(3.126)
となり、ラグランジアンの変化分は δL(x) = 0となる。このため、WT恒等式 (3.123)は自
明な関係式となる。例として (3.125)と δL(x) = 0を用いて、n = 1の場合のWT恒等式を
計算してみると、
i〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = 0 (3.127)
となり、場の期待値つまり秩序変数は存在しない。
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一方、相転移が起こり、凝縮体が発現した場合はより注意深い議論が必要となる。2章で
導入した対称性を微小に破る項∆S(2.16)のラグランジアン部分を εΞ(x)と書く。つまり、
∆S =
∫
d4x εΞ(x) (3.128)
とする。εΞ(x)を具体的に記述すると
εΞ(x) = ε	¯
[
e−iθv(x)ψ(x) + eiθv(x)ψ†(x)
]
(3.129)
である。また、Sεのラグランジアン密度部分をLεと書くと、
Lε(x) = L(x) + εΞ(x) (3.130)
と表される。ここで、L(x)は作用 S(2.1)のラグランジアン密度、つまり、
L(x) = ψ†(x)(T −K − V + µ)ψ(x)− g
2
ψ†(x)ψ†(x)ψ(x)ψ(x) (3.131)
である。ラグランジアン密度Lεは (3.129)項のために、もはや位相変換に対して不変ではな
くなっている。よって、ラグランジアン密度Lεの変化分 δLεはゼロでなくなる。
δLˆε(x) = εδΞˆ(x) = i[Nˆ(t), εΞˆ(x)] = 0 (3.132)
このとき、WT恒等式 (3.123)は非自明な関係式となる。凝縮体が存在する場合のWT恒等
式を書き下すと、
i〈Ω|δδΞˆ(x)|Ω〉 =
∫
d4x′ 〈Ω|T [εδΞˆ(x′)δΞˆ(x)]|Ω〉 (3.133)
となる。ここで、
δΞˆ(x) = i[Nˆ(t), Ξˆ(x)]
= i	¯
[
e−iθv(x)ψˆ(x)− eiθv(x)ψˆ†(x)
]
(3.134)
δδΞˆ(x) = i[Nˆ(t), δΞˆ(x)]
= −	¯
[
e−iθv(x)ψˆ(x) + eiθv(x)ψˆ†(x)
]
(3.135)
である。よって、(3.134)、(3.135)を (3.133)に代入すると、〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = eiθv(x) なので、
次の関係式が得られる。
v(x) =
i
2
(ε	¯)
∫
d4x′ v(x′)
[
〈Ω|T [ψˆ(x)ψˆ†(x′)]|Ω〉+ 〈Ω|T [ψˆ†(x)ψˆ(x′)]|Ω〉
− e−2iθ〈Ω|T [ψˆ(x)ψˆ(x′)]|Ω〉 − e2iθ〈Ω|T [ψˆ†(x)ψˆ†(x′)]|Ω〉
]
(3.136)
これはトラップされたBECを表す作用 (2.18)の変換性より得られる一般的な等式である。
ここで、前章で求めたツリーレベルでの場の演算子と真空の表現をとり、WT恒等式の成
否を議論する。ツリーレベルでの場の展開 (3.7)をWT恒等式 (3.136)に代入し、伝播関数を
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代入すると、次の等式が得られる。
v0(x) =
i
2
(ε	¯)
∫
d4x′ v0(x′)
[
〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉+ 〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉
− e−2iθ〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉 − e2iθ〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉
]
= −1
2
(ε	¯)
∫
d3x′v0(x′)
[
G0,11(x,x
′;ω = 0) + G0,22(x,x′;ω = 0)
− e−2iθG0,12(x,x′;ω = 0)− e2iθG0,21(x,x′;ω = 0)
]
= (ε	¯)
∫
d3x′ v0(x′)
×
∞∑
,m,n=0
1
En
(CnCnm + SnSnm + CnSnm + SnCnm)u(x
′)um(x) (3.137)
ここで、右辺にツリーレベルにおける関係式 (3.14)を代入すると、等式は次のようになる。
v0(x) = (ε	¯)
∫
d3x′
√
Ncu0(x
′)
×
∞∑
,m,n=0
1
En
(CnCnm + SnSnm + CnSnm + SnCnm)u(x
′)um(x)
= (ε	¯)
√
Nc
∞∑
m,n=0
1
En
(Cn0Cnm + Sn0Snm + Cn0Snm + Sn0Cnm)um(x)
= (ε	¯)
√
Nc
[
1
E0
(C00C00 + S00S00 + C00S00 + S00C00)u0(x)
+
∑′ 1
En
(Cn0Cnm + Sn0Snm + Cn0Snm + Sn0Cnm)um(x)
]
= (ε	¯)
√
Nc
[
1√
ε	¯E¯0
{√
E¯0(ε	¯)
− 1
2
}
u0(x)
+
∑′ 1
En
(Cn0Cnm + Sn0Snm + Cn0Snm + Sn0Cnm)um(x) + O
(
ε
1
2
)]
=
√
Nc
[
u0(x) + O
(
ε
1
2
)]
(3.138)
上述の式変形中に使われた記号
∑′は、n,m = 0から n,m = ∞までの和のうち n = m = 0
を除いたものを表す。ここで、系の対称性を回復させる極限 ε→ 0をとると、
v0(x)→
√
Ncu0(x) (3.139)
となり、自己無撞着な結果が得られた。
ここで重要なのは式 (3.138)の 1行目から 2行目への変形において、和の中に  = 0のモー
ドが存在し、u0(x′)との積分がゼロにならないことである。これは、伝播関数の中に u0(x)
という関数が存在することを要求しており、変換された波動関数の中にゼロモードも含めな
ければならないということを示している。また、式 (3.138)の、4行目から 5行目への変形に
際しては、伝播関数の極 (pole)がE0 ∝ ε1/2を含むことだけでなく、変換行列も ε−1/2 のオー
ダーで発散を含んでいなければならないことも重要な点である。
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以上より、ゼロエネルギーモードの方法を用いれば、相転移が起きた後に系が持つ対称性
から要求される等式 (WT恒等式)を保持することができることがわかった。
なお、有限温度におけるWT恒等式成立の証明は付録Bに記した。
3.3.3 真空の直交性
第 2章でも述べたように、秩序変数が確定した位相を持つことを量子場の理論で記述する
には、異なる位相を持つ秩序変数に属する真空が直交する必要がある [5]。これらの真空は
ユニタリー非同値な真空と呼ばれる。ところが、通常無限系でない多体系の理論では存在す
る粒子の個数が有限のため、ユニタリー非同値な真空は実現しないと考えられている。しか
し、これは一般的に示されたわけではない。そこで、以下では、トラップされた BECにお
ける異なる位相を持つ秩序変数に付随する真空の直交性を議論する。その結果、ε→ 0の極
限で異なる位相に属する真空が直交することが示される。
準粒子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}と θ依存性のない生成消滅演算子 {aˆn, aˆ†n}とは次の関係がある。
bˆθ,n =
∞∑
m=0
[
e−iθCnmaˆm + eiθSnmaˆ†m
]
−
√
Nc(Cn0 + Sn0)
bˆ†θ,n =
∞∑
m=0
[
eiθCnmaˆ
†
m + e
−iθSnmaˆm
]
−
√
Nc(Cn0 + Sn0) (3.140)
また、逆変換は
aˆn = e
iθ
[ ∞∑
m=0
(
Cmnbˆθ,m − Smnbˆ†θ,m
)
+
√
Ncδn0
]
(3.141)
aˆ†n = e
−iθ
[ ∞∑
m=0
(
Cmnbˆ
†
θ,m − Smnbˆθ,m
)
+
√
Ncδn0
]
(3.142)
となる。それぞれの真空 |Ωb(θ)〉と |0〉とは以下の関係を持つ [71]。
|Ωb(θ)〉 = [det(C)]−
1
2 × exp
[
−1
2
Nc(I + C
−1S)00
]
× exp

−1
2
e2iθ
∞∑
n,m,=0
(
aˆ†nC
−1
nmSmaˆ
†

)
× exp

eiθ√Nc ∞∑
n,m=0
{
aˆ†nC
−1
nm(Cm0 + Sm0)
} |0〉 (3.143)
よって、秩序変数 eiθv0(x)を基にした準粒子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}の真空 |Ωb(θ)〉と、eiθ′v0(x)を基にし
た準粒子 {bˆθ′,n, bˆ†θ′,n}の真空 |Ωb(θ′)〉の内積は次のようになる。
〈Ωb(θ′)|Ωb(θ)〉 = [det(C)]−1 × exp
[
−Nc(I + C−1S)00
]
× 〈0| exp

e−iθ′√Nc ∞∑
n,m=0
{
aˆnC
−1
nm(Cm0 + Sm0)
}
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× exp

−1
2
e−2iθ
′
∞∑
n,m,=0
(
aˆC
−1
nmSmaˆn
)
× exp

−1
2
e2iθ
∞∑
n,m,=0
(
aˆ†nC
−1
nmSmaˆ
†

)
× exp

eiθ√Nc ∞∑
n,m=0
{
aˆ†nC
−1
nm(Cm0 + Sm0)
} |0〉 (3.144)
この内積を計算できるのは右辺を見てわかるように位相 θによらない真空 |0〉で書かれてい
るからである。
ここで、この内積 (3.144)を計算するために、以下のコヒーレント状態に関する公式を用
いる。まず、aˆnについてのコヒーレント状態を定義する。
|zn〉 ≡ exp
(
aˆ†nzn
)
|0〉 =
∞∑
m=0
(
znaˆ
†
n
)m
m!
|0〉 (3.145)
さらに
|z〉〈z| ≡∏
n
|zn〉〈zn| (3.146)
と定義すると、このコヒーレント状態は以下の性質を持つ。∫
dµ(z) |z〉〈z| = 1 (3.147)
dµ(z) =
∏
n
e−z
∗
nzn
[
d(Re(zn)) d(Im(zn))
2πi
]
(3.148)
〈0|zn〉 = 1 (3.149)
aˆn|zn〉 = zn|zn〉, aˆ†n|zn〉 = ∂zn |zn〉 (3.150)
〈zn|aˆ†n = 〈zn|z∗n, 〈zn|aˆn = ∂z∗n〈zn| (3.151)
これらのコヒーレント状態の性質を用いて (3.144)を計算する。(3.147)を内積の間にはさ
むと以下のように計算できる。
〈Ωb(θ′)|Ωb(θ)〉
=
∫
dµ(z)〈Ωb(θ′)|z〉〈z|Ωb(θ)〉
= [det(C)]−1 × exp
[
−Nc(I + C−1S)00
]
×
∫
dµ(z)
{
exp
[
e−iθ
′√
Nc
∞∑
n=0
(I + C−1S)T0nzn
]
× exp

−1
2
e−2iθ
′ ∞∑
n,m=0
(zn(C
−1S)nmzm)


× exp

−1
2
e2iθ
∞∑
n,m=0
(z∗n(C
−1S)nmz∗m)

× exp
[
eiθ
√
Nc
∞∑
n=0
z∗n(I + C
−1S)n0
]}
(3.152)
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次に、積分に関する次の公式 [71]を用いる。
∫
dµ(z) exp
[
−1
2
{zMz + z∗N∗z∗}+ uz + v∗z∗
]
= [det (1−MN∗)]− 12
× exp
[
−1
2
u(1−N∗M)−1N∗u− 1
2
v∗(1−MN∗)−1Mv∗
+
1
2
v∗(1−MN∗)−1u + 1
2
u(1−N∗M)−1v∗
]
(3.153)
すると、異なる位相を持つ真空の内積が以下のように求まる。
〈Ωb(θ′)|Ωb(θ)〉
= [det(C)]−1 × exp
[
−Nc(I + C−1S)00
]
×
[
det
(
I − e2i(θ−θ′)STCT−1C−1S
)]− 1
2
× exp
[
−e2i(θ−θ′)Nc
{
(I + C−1S)T
(
I − e2i(θ−θ′)C−1SSTCT−1
)−1
(I + C−1S)
}
00
]
× exp
[
ei(θ−θ
′)Nc
{
(I + C−1S)
(
I − e2i(θ−θ′)STCT−1C−1S
)−1
(I + C−1S)
}
00
]
(3.154)
このうち、まず、行列式部分を計算する。
[det(C)]−1 ×
[
det
(
1− e2i(θ−θ′)STCT−1C−1S
)]− 1
2
= [det(C)]−1 ×
[
det
{(
1− e2i(θ−θ′)
)
I + e2i(θ−θ
′)C−1CT
−1}]− 12
=
[
det
{
Ie2i(θ−θ
′) +
(
1− e2i(θ−θ′)
)
CCT
}]− 1
2 (3.155)
≡ [det {∆(θ − θ′)}]− 12 (3.156)
となるので、まず、CCTの行列成分を詳しく調べてみる。
 ≡ 1
2
E¯
1
4
0 (3.157)
ς0 ≡ 1
2
E¯
− 1
4
0 (3.158)
ςn ≡ −1
2
√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
E¯
− 1
4
0 (n = 1, 2, · · ·) (3.159)
と置くと、
C =


ε−
1
4 + ς0ε
1
4 + O
(
ε
3
4
)
ς1ε
1
4 + O
(
ε
3
4
)
ς2ε
1
4 + O
(
ε
3
4
)
· · · ςnε 14 + O
(
ε
3
4
)
C10 C11 C12 · · · C1n
C20 C21
. . .
...
...
...
. . .
...
Cn0 Cn1 · · · · · · Cnn


(3.160)
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と表せることより、CCTの行列成分が以下のように求まる。
CCT =


2ε−
1
2 + 2ς0 + ς
2ε
1
2 C10ε
− 1
4 + (C · ς)1ε 14 · · · Cn0ε− 14 + (C · ς)nε 14
C10ε
− 1
4 + (C · ς)1ε 14
... X
Cn0ε
− 1
4 + (C · ς)nε 14


(3.161)
ここで、
ς2 ≡
n∑
m=0
ς2m (3.162)
(C · ς)m ≡
n∑
=0
Cmς (3.163)
(X)m ≡
n∑
i=0
CiCmi (,m = 1, 2, . . .) (3.164)
である。よって、
{∆(θ − θ′)}00 = e2i(θ−θ′) +
{
1− e2i(θ−θ′)
} {
2ε−
1
2 + 2ς0 + 
2ε
1
2 + O(ε)
}
(3.165)
{∆(θ − θ′)}0m = {∆(θ − θ′)}m0
=
{
1− e2i(θ−θ′)
} {
Cn0ε
− 1
4 + (C · ς)mε 14 + O
(
ε
1
4
)}
(m = 1, 2, . . .) (3.166)
{∆(θ − θ′)}m = {∆(θ − θ′)}m = e2i(θ−θ′)δm +
{
1− e2i(θ−θ′)
}
Xm ≡ Ym (,m = 1, 2, . . .) (3.167)
と求まるので、行列式部分は以下のように求まる。
det[∆(θ − θ′)] = {∆(θ − θ′)}00 det(Y ) +
n∑
=1
{∆(θ − θ′)}0(−1) det
(
Y
′

)
= {∆(θ − θ′)}00 det(Y )
+
n∑
,m=1
(−1)+m+1{∆(θ − θ′)}0{∆(θ − θ′)}m0 det
(
Y m
)
(3.168)
ここで、
Y
′
 ≡


{∆(θ − θ′)}10 Y11 · · · Y1(−1) Y1(+1) · · · Y1n
{∆(θ − θ′)}20 Y21 · · · Y2(−1) Y2(+1) · · · Y2n
...
... · · · ... ... · · · ...
{∆(θ − θ′)}n0 Yn1 · · · Yn(−1) Yn(+1) · · · Ynn

 (3.169)
Y m ≡


Y11 · · · Y1(−1) Y1(+1) · · · Y1n
... · · · ... ... · · · ...
Y(m−1)1 · · · Y(m−1)(−1) Y(m−1)(+1) · · · Y(m−1)n
Y(m+1)1 · · · Y(m+1)(−1) Y(m+1)(+1) · · · Y(m+1)n
... · · · ... ... · · · ...
Yn1 · · · Yn(−1) Y(n+1) · · · Ynn


(3.170)
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と定義した。(3.168)を εの次数で整理すると、
det[∆(θ − θ′)]
=
[{
1− e2i(θ−θ′)
}
2det(Y )
+
{
1− e2i(θ−θ′)
}2 { ∞∑
,m=1
(−1)+m+12C0Cm0det
(
Y m
)}]
ε−
1
2
+
[
e2i(θ−θ
′) + 2ς0
{
1− e2i(θ−θ′)
}]
det(Y )
+

 ∞∑
,m=1
{
(−1)+m+1(C0(C · ς)m + Cm0(C · ς))det
(
Y m
)} {1− e2i(θ−θ′)}2
+
[{
1− e2i(θ−θ′)
}
ς2det(Y )
+
{
1− e2i(θ−θ′)
}2 { ∞∑
,m=0
(−1)+m+1(C · ς)l(C · ς)mdet
(
Y m
)}]
ε
1
2
+ O(ε) (3.171)
となる。よって、(3.154)の行列式部分 (3.156)は
{det[∆(θ − θ′)]}− 12 ∝ ε 14 (3.172)
となることがわかる。また、θ = θ′の時は
{det[∆(0)]}− 12 = 1 (3.173)
となり、矛盾はない。
(3.154)の指数部分を求めるために、(3.160)を
C =
(
A′ε−
1
4 + B′ε
1
4 − C ′ε 34 −D′mε
1
4 −E ′mε
3
4
F ′m G
′
)
(3.174)
と表すと、C−1は
C−1 =
(
Pε
1
4 + Qε
3
4 + Rε
5
4 Smε
1
2 + Tmε
Umε
1
4 + Vmε
3
4 + Wmε
5
4 G′−1 + Xε
1
2 + Y ε
)
(3.175)
と求まる。一方、Sの ε依存性は
S =
(
A′ε−
1
4 − B′ε 14 − C ′ε 34 D′mε
1
4 − E ′mε
3
4
F ′m H
′
)
(3.176)
なので、
C−1S =

 O(1) O
(
ε
1
2
)
O
(
ε
1
2
)
O(1)

 (3.177)
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となり、指数部分に εに関して発散する項はない。ここで、A′等の各記号は εに依存しない
定数や行列である。
以上の議論から θ = θ′の場合
〈Ωb(θ′)|Ωb(θ)〉 ∝ ε 14 (3.178)
が得られた。つまり、ε→ 0の極限で、異なる位相に属する真空は直交することがわかった。
3.4 ゼロエネルギーモードと量子座標の関係
これまではNGモードをゼロエネルギーモードとして扱う一般化された Bogoliubov変換
を用いて、非摂動ハミルトニアン (2.45)を対角化した。しかし、BdGの方法 [62]を用いて
も (2.45)は対角化できる。これら二つの方法はどちらも (2.45)を対角化するという点で共通
しているが、その関係は明らかではない。特にゼロモードの扱いに関しては両者は大きく異
なっているように見える。これまでにNGモードをゼロエネルギーモードとして扱ってきた
が、その場合、伝播関数には赤外発散が現れる。一方、後に議論するが、NGモードを量子座
標として扱うと [46, 47]、状態の選び方によっては赤外発散は現れない。このようにNGモー
ドの扱いに関して両者には大きな違いがあるように見える。そこで、この節ではまず、BdG
の方法の概要を述べ、次に、NGモードの扱いも含めて両者の関係を明らかにし、その違い
について議論する。そして、ループ計算のために量子座標を用いて伝播関数を構成する。
3.4.1 Bogoliubov–de Gennesの方法
まず、BdGの方法の概要を述べる。この小節では、秩序変数を υ0(x) = eiθv0(x)とする。
ψˆ(x) = υ0(x) + ϕˆ0(x) (3.179)
と分割した際、非凝縮体を表す ϕˆ0(x)を生成消滅演算子{αˆn, αˆ†n}と位置の関数 {ζn(x), ηn(x)}
で次のように展開する。ここでは [62]に習い、n = 1からの展開として仮に展開しておく。
ϕˆ0(x) =
∞∑
n=1
[
ζn(x)αn − η∗n(x)α†n
]
(3.180)
ϕˆ†0(x) =
∞∑
n=1
[
ζ∗n(x)α
†
n − ηn(x)αn
]
(3.181)
ここで、{αˆn, αˆ†n}は正準交換関係を満たすと仮定する。つまり、次の関係を満たす事を仮定
する。
[αn, α
†
n′] = δnn′ (3.182)
[αn, αn′] = [α
†
n, α
†
n′] = 0 (3.183)
次に (3.180)を非摂動ハミルトニアン (2.45)に代入し、{αˆn, αˆ†n}について整理すると、
Hˆ0 =
∞∑
n,n′=1
∫
d3x
[{
ηn(x)Kη∗n′(x)−
1
2
M (ζn(x)η∗n′(x) + ηn(x)ζ∗n′(x))
}
αˆnαˆ
†
n′
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+
{
ζ∗n(x)Kζn′(x)−
1
2
M (η∗n(x)ζn′(x) + ζ∗n(x)ηn′(x))
}
αˆ†nαˆn′
−
{
ηn(x)Kζn′(x)− 1
2
M (ζn(x)ζn′(x) + ηn(x)ηn′(x))
}
αˆnαˆn′
−
{
ζ∗n(x)Kη∗n′(x)−
1
2
M (ζ∗n(x)ζ∗n′(x) + η∗n(x)η∗n′(x))
}
αˆ†nαˆ
†
n′
]
(3.184)
となる。K、Mは次のように定義される。
K ≡ K + V − µ + 2g|υ0(x)|2(x) (3.185)
M ≡ g|υ0(x)|2 (3.186)
ここで、いささか天下り的ではあるが、{ζn(x), ηn(x)}は次のBogoliubov–de Gennes方程
式と呼ばれる固有値方程式を満たすとする。{En}は固有値である。
Kζn(x)−Mηn(x) = EB,nζn(x) (3.187)
Kηn(x)−Mζn(x) = −EB,nηn(x) (3.188)
また、 ∫
d3x ζ∗n(x)Kηn′(x) =
∫
d3x ηn′(x)Kζ∗n(x) (3.189)
という関係式が成り立つことにも注意しておく。すると、(3.184)は次のようになることがわ
かる。
Hˆ0 =
1
2
∫
d3x
∞∑
n,n′=1
[
(En + En′)
(
ζ∗n(x)ζn′(x)αˆ
†
nαˆn′ − ηn(x)η∗n′(x)αˆnαˆ†n′
)
+ (En − En′)
(
ηn(x)ζn′(x)αˆnαˆn′ − ζ∗n(x)η∗n′(x)αˆ†nαˆ†n′
)]
(3.190)
式 (3.187)の左から ζ∗n′(x)を、式 (3.188)の左から η
∗
n′(x)をかけ、xについて積分する。そう
して得られた 2つの式と、nと n′を入れ替えた式、(3.189)を用いると次の直交条件が得ら
れる。
(En −E∗n′)
∫
d3x [ζ∗n(x)ζn′(x)− ηn(x)η∗n′(x)] = 0 (3.191)
関数が 1に規格化されていると仮定する。n = n′の時をみてみると固有値Enが実の定数で
あることがわかり、{ζn(x), ηn(x)}は次の直交条件を満たすことがわかる。∫
d3x[ζ∗n(x)ζm(x)− η∗n(x)ηm(x)] = δnm (3.192)
また、式 (3.187)の左から ηn′(x)を、式 (3.188)の左から ζn′(x)をかけ、xについて積分し、
同様な操作により、次の条件も得られる。∫
d3x[ζn(x)ηm(x)− ηn(x)ζm(x)] = 0 (3.193)
これらの条件より、(3.190)は {αˆn, αˆ†n} に関して対角的になる事がわかる。つまり、非摂動
ハミルトニアン部分は次のように表される。
Hˆ0 =
∞∑
n=1
Enαˆ
†
nαˆn + c-number (3.194)
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さて、次に {ζn(x), ηn(x)}の完全性条件について考察する。BdG方程式 (3.187)、(3.188)
は {ζn(x), ηn(x)} (n ≥ 1)だけでなく、固有値E0 = 0に対応する固有関数
ζ0(x) = η0(x) ≡ f(x) (3.195)
を解に持つ。この関数 f(x)は ∫
d3x |f(x)|2 = 1 (3.196)
と規格化されているものと仮定する。また、この関数は次の直交条件を満たす。∫
d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} f(x)] = 0 (3.197)
このゼロ番目の固有関数に相当すると思われる f(x)を {ζn(x), ηn(x)}に加えたものは完全
系をなすと予想されるが、実際は {f(x), ζn(x), ηn(x)} だけでは完全系をなさない [47]。
そこで、次の方程式を満たす関数 h(x)を導入する。
(K +M)h(x) = 1
I
f(x) (3.198)
ここで、Iは正の定数である。(3.197)より、h(x)の直交条件を求める。∫
d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} f(x)] = I
∫
d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} (K +M)h(x)]
= I
∫
d3x [(K +M) {ζ∗n(x)− η∗n(x)}h(x)]
= IEn
∫
d3x [{ζ∗n(x) + η∗n(x)}h(x)]
= 0 (3.199)
より、h(x)に関する直交条件∫
d3x [{ζ∗n(x) + η∗n(x)}h(x)] = 0 (3.200)
が得られる。
次に、{f(x), h(x), ζn(x), ηn(x)} が完全系をなすと仮定して、f(x)、h(x)と、それぞれに
対応するエルミート演算子 Qˆ(t)、Pˆ(t)を (3.180)、(3.181)に加え、準粒子場 ϕˆ0(x)、ϕˆ†0(x)を
改めて次のように展開する。
ϕˆ0(x) = h(x)Pˆ(t)− if(x)Qˆ(t) +
∞∑
n=1
[
ζn(x)αne
−iEnt − η∗n(x)α†neiEnt
]
(3.201)
ϕˆ†0(x) = h
∗(x)Pˆ(t) + if ∗(x)Qˆ(t) +
∞∑
n=1
[
ζ∗n(x)α
†
ne
iEnt − ηn(x)αne−iEnt
]
(3.202)
同時刻正準交換関係を要請すると、
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] = −i[Qˆ(t), Pˆ(t)]f(x)h∗(x′) + i[Pˆ(t), Qˆ(t)]h(x)f ∗(x′)
+
∞∑
n=1
[ζn(x)ζ
∗
n(x
′)− η∗n(x)ηn(x′)]
= δ3(x− x′) (3.203)
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となる。ここで、Qˆ(t)、Pˆ(t)について正準交換関係
[Qˆ(t), Pˆ(t)] = i (3.204)
を仮定すると、
{f(x)h∗(x′) + h(x)f ∗(x′)}+
∞∑
n=1
[ζn(x)ζ
∗
n(x
′)− η∗n(x)ηn(x′)] = δ3(x− x′) (3.205)
が要請される。両辺に f(x′)をかけて x′について積分すると、
f ∗(x)
[∫
d3x′ f ∗(x′)h(x′)
]
+ h(x) = f ∗(x) (3.206)
を得る。そして再び両辺に f ∗(x)をかけて xについて積分すると、
∫
d3x′ f ∗(x′)h(x′) =
1
2
(3.207)
を得る。これは Iの値を決める式である。
この展開を用いると非摂動ハミルトニアンは
Hˆ0 =
Pˆ2
2I
+
∞∑
n=1
[
EB,nαˆ
†
nαˆn + (c-numbers)
]
(3.208)
となる。よって、Pˆ(t)、Qˆ(t)は次のようになる。
Pˆ(t) = Pˆ (3.209)
Qˆ(t) = Qˆ+ Pˆt (3.210)
BdGにおけるゼロモードに対応する演算子 Pˆ、Qˆを量子座標と呼ぶ [47]。
3.4.2 ゼロエネルギーモードとの関係
この小節では、一般化されたBogoliubov変換とBdGの方法との関係をゼロモードも含め
て論ずる。この二つの方法はどちらも非摂動ハミルトニアン (2.45)を対角化するという点、
正準交換関係を保つためにゼロモードを導入しているという点、など共通点を持っている。
しかし、一方で、両者のゼロモードの扱いは非常に異なっているように見える。一般化され
た Bogoliubov変換に付随するゼロモードはゼロエネルギーモードとして扱われるのに対し
て、BdGの方法では量子座標として扱われる。これらはゼロモードの扱いに関して全く異
なった方法を取っているように見える。
そこで、この小節では両者の関係を明らかにすることを目的とする。具体的には BdGの
方法で現れる不定計量を持つ関数系 {ζn(x), ηn(x)}を一般化されたBogoliubov変換で用いら
れる定計量の関数系 {un(x)}で表し、その関係を議論する。
また、この節では一般化された Bogoliubov変換で得られるエネルギーを対角成分に持つ
行列をEG、BdGの方法で得られるエネルギーを対角成分に持つ行列をEBと区別して表記
する。後に、これらは等しいことがわかる。
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まず、n ≥ 1のモードに関して議論する。BdG方程式 (3.187)、(3.188)をそれぞれ引き、
加えることによって以下のように変形する。
(K −M) ζ+,n(x) = EB,nζ−,n(x)
(K +M) ζ−,n(x) = EB,nζ+,n(x) (3.211)
ここで、関数 ζ±,n(x)を以下のように定義した。
ζ±,n(x) ≡ ζn(x)± ηn(x) (3.212)
次に関数系 {ζ±,n(x)}を {un(x)}で展開する。その係数行列をR±とすると、次のように
表すことができる。
ζ±,n(x) =
∞∑
m=0
R±,nmu(ε)m (x) (3.213)
(3.213)を (3.211)に代入し、左から uεn′(x)をかけ、xについて積分すると、
R+ε = EBR−
R−(ε+ 4U) = EBR+ (3.214)
を得る。ここで、
(ε)nn′ = [εn + ε	¯]δnn′ (3.215)
(EB)nn′ = EB,nδnn′ (3.216)
である。これらの等式 (3.214)より
R+ε(ε + 4U) = E
2
BR+
R−(ε + 4U)ε = E2BR− (3.217)
が得られる。この方程式の解の一つとして、以下の行列が (3.217)を満たすことがわかる。
R+ = H+Oε
−1/2
R− = H−Oε1/2 (3.218)
ここで、行列H±は任意の対角行列である。実際、(3.48)、(3.60)より、
R+ε(ε+ 4U) = E
2
GR+
R−(ε+ 4U)ε = E2GR− (3.219)
となっていることがわかる。このことはGBと BdGの n ≥ 1のエネルギースペクトルが等
しいことを示している。そこで、
E ≡ EG = EB (3.220)
と定義し、
H+ = E
1/2
H− = E−1/2 (3.221)
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と置くと、ε→ 0の極限で、
ζn(x) = u
(0)
Cn(x)
ηn(x) = u
(0)
Sn(x) (3.222)
が成立することがわかる。ここで、u(0)Cn(x)、u
(0)
Sn(x) は (3.85)、(3.85)で定義された uCn(x)、
uSn(x)を εについて展開したもの
uCn(x) =
∑
n
u
(n)
Cn(x)ε
n ≡ u(ε)Cn(x) (3.223)
uSn(x) =
∑
n
u
(n)
Sn(x)ε
n ≡ u(ε)Sn(x) (3.224)
の係数である。以上より、n ≥ 1のモードに関しては ε→ 0の極限で二つの方法が等価であ
ることが示された。ただし、これは十分条件であり、必要条件は示されていない。n = 0の
モードに関してはさらに注意深い議論が必要である。
ここから先はゼロモードに関する両者の関係を議論する。そのために新しい関数 hε(x)を
次式で導入する。
(K +M)hε(x) = 1
Iε
fε(x) (3.225)
ここで、
fε(x) ≡ u(ε)0 (x) (3.226)
である。定数 Iεの値は関係式
1
2
=
∫
d3x fε(x)hε(x) (3.227)
により定まる。これらは ε→ 0の極限で
fε(x) −→ f(x) (3.228)
hε(x) −→ h(x) (3.229)
Iε −→ I (3.230)
となる。
次に、hεを {u(ε)n (x)}で展開する。
hε(x) =
∞∑
n=0
knu
(ε)
n (x) (3.231)
和を n = 0からとっていることに注意せよ。この展開式を (3.225)に代入すると
(K +M)hε(x) =
∞∑
n=0
kn[(εn + ε	¯) + 2M]u(ε)n (x) =
1
Iε
fε(x) , (3.232)
が得られる。左から u(ε)n (x)をかけてxについて積分すると、次のようになる。
[ε + 4U ]k =
1
Iε
e0 (3.233)
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ここで、
e0n = δ0n (3.234)
(k)n = kn (3.235)
である。(3.233)から次式が得られる。
[
ε2 + 4ε
1
2Uε
1
2
]
ε−
1
2k = Wε−
1
2k =
1
Iε
ε
1
2e0 (3.236)
W は (3.48)で定義されている。(3.236)は
k =
1
Iε
ε
1
2W−1ε
1
2e0 (3.237)
と表すことができる。ここで、(3.60)より、
OW−1OT = E−2G (3.238)
そして、(3.71)、(3.72)を行列表示すると
C =
1
2
(
E
1
2
GOε
− 1
2 + E
− 1
2
G Oε
1
2
)
(3.239)
S =
1
2
(
E
1
2
GOε
− 1
2 −E−
1
2
G Oε
1
2
)
(3.240)
となるので、(3.237)は次のように書かれる。
k =
1
Iε
(C − S)T E−1G (C − S) e0 (3.241)
ここで、行列EG、C − S、C + S = E1/2G Oε−1/2の ε依存性をみると、
E−1G =

 O
(
ε−
1
2
)
0
0 O (ε0)


C − S =

 O
(
ε
1
4
)
O
(
ε
1
4
)
O(ε) O (ε0)


C + S =

 O
(
ε−
1
4
)
O
(
ε
3
4
)
O (ε0) O (ε0)

 (3.242)
となっていることがわかる。ここでは n = 0行目と n = 0列目を残りの部分と区別して表し
ている。よって、
E−1G (C − S)e0 = E¯−
3
4
0 (ε	¯)
− 1
4e0 + O(ε) (3.243)
がわかり、次の等式が得られる。
k =
1
Iε
E¯
− 3
4
0 (ε	¯)
− 1
4 (C − S)T e0 + O(ε) (3.244)
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この (3.244)を (3.231)に代入すると
hε(x) =
1
Iε
(E¯0)
− 3
4 (ε	¯)−
1
4
(
u
(ε)
C0(x)− u(ε)S0(x)
)
+ O(ε)
=
1
Iε
E¯−10
[
u
(ε)
0 (x)−
∞∑
n=1
√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
u(ε)n (x)
]
+ O
(
ε
1
2
)
(3.245)
となる。また、(3.245)を (3.227)に代入することにより、
Iε =
2
E¯0
+ O
(
ε
1
2
)
(3.246)
が得られる。この (3.246)を (3.245)に代入することにより、hε(x)が un(x)で表されること
になる。
hε(x) =
1
2
[
u
(0)
0 (x)−
∞∑
n=1
√
εn
(
u′TW ′−1
)
n
u(0)n (x)
]
+ O
(
ε
1
2
)
(3.247)
また、(3.245)に対応させて、
fε(x) = u
(ε)
0 (x)
= (E¯0)
− 1
4 (ε	¯)
1
4
[
(uC0(x) + uS0(x)) + O
(
ε
1
2
)]
(3.248)
を考えておく。そして、以上を踏まえて完全性条件は次のように関係付けられる。
δ3(x− x′) =
∞∑
n=0
u(ε)n (x)u
(ε)
n (x
′)
=
∞∑
n=0
[
u
(ε)
Cn(x)u
(ε)
Cn(x
′)− u(ε)Sn(x)u(ε)Sn(x′)
]
=
∞∑
n=1
[
u
(ε)
Cn(x)u
(ε)
Cn(x
′)− u(ε)Sn(x)u(ε)Sn(x′)
]
+ [fε(x)hε(x
′) + hε(x)fε(x′)] (3.249)
この (3.249)より、これまで議論してきた fε(x)、hε(x)は ε → 0の極限で、BdGの f(x)、
h(x)にそれぞれ一致することがわかった。
次の段階として、以下のようなエルミート演算子 Qˆb、Pˆbを定義する。
Pˆb ≡ 1√
2
(bˆ0 + bˆ
†
0)
Qˆb ≡ i√
2
(bˆ0 − bˆ†0) (3.250)
これらの演算子は正準交換関係を満足する。すなわち、次の関係式を満たす。
[Qˆb, Pˆb] = i (3.251)
[Qˆb, Qˆb] = [Pˆb, Pˆb] = 0 (3.252)
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このエルミート演算子 Qˆb、Pˆbと (3.245)、(3.247)、(3.248)より、一般化された Bogoliubov
変換の方法での場の展開から以下のように変形できる。
ϕˆ0(x) = e
iθ
[
bˆ0(t)u
(ε)
C0(x)− bˆ†0(t)u(ε)S0(x)
]
+ ϕˆ(ε)exc(x)
= eiθ
[√
2E¯
− 1
4
0 (ε	¯)
1
4 Pˆb(t)hε(x)− i 1√
2
E¯
1
4
0 (ε	¯)
− 1
4 Qˆb(t)fε(x)
]
+ ϕˆ(ε)exc(x) + O
(
ε
1
2
)
(3.253)
ここで、ϕˆ(ε)exc(x)は ε依存性を明記した
ϕˆ(ε)exc(x) ≡ eiθ
∞∑
n=1
[
bˆn(t)u
(ε)
Cn(x)− bˆ†n(t)u(ε)Sn(x)
]
(3.254)
であり、この部分は ε→ 0の極限で一般化されたBogoliubov変換とBdGとで等価であるこ
とが示されていることに注意されたい。次に、
λ =
√
2E¯
− 1
4
0 (ε	¯)
1
4 (3.255)
というスケール因子を導入し、エルミート演算子 Qˆ、Pˆを新たに定義する。
Pˆ ≡ λPˆb
Qˆ ≡ λ−1Qˆb (3.256)
これらの演算子と (3.247)、(3.248)を用いると (3.253)は次のように書き換えられる。
ϕˆ0(x) = e
iθPˆ(t)hε(x)− ieiθQˆ(t)fε(x) + ϕˆ(ε)exc(x) + O
(
ε
1
2
)
ϕˆ†0(x) = e
−iθPˆ(t)hε(x) + ie−iθQˆ(t)fε(x) + ϕˆ(ε)†exc (x) + O
(
ε
1
2
)
(3.257)
これらは ε→ 0の極限で発散が現れない。また、
ψˆ(x) = e
−i 1√
Nc
Qˆ(t)
[
eiθ
√
Ncfε(x) + e
iθPˆ(t)hε(x) + ϕˆ(ε)exc(x) + . . .
]
(3.258)
の線形部分を取り出したものとも考えられる [46, 47]。
また、非摂動ハミルトニアン (3.64)を書き換えると、
Hˆ0 =
1
2Iε
λ2Pˆ2b + (ε	¯)λ−2Qˆ2b +
∞∑
n=1
Enbˆ
†
nbˆn + (c-numbers)
=
1
2Iε
Pˆ2 + (ε	¯)Qˆ2 +
∞∑
n=1
Enbˆ
†
nbˆn + (c-numbers) (3.259)
→ 1
2I
Pˆ2 +
∞∑
n=1
Enbˆ
†
nbˆn + (c-numbers) (3.260)
となることがわかる。
ここで、ゼロモードの真空について議論する。ゼロエネルギーモードとして扱っていた場
合にはゼロモードの真空は |Ωb〉という Fock空間であった。しかし、ε → 0の極限を取った
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後は量子座標の作用する状態は Fock空間ではなく、量子力学的な状態空間になることがわ
かる。つまり、|Ωq〉、|Ωexc〉をそれぞれ、Qˆと Pˆ、ϕˆexc(x)の作用する空間としたとき、真空
は ε→ 0の極限で
|Ωb〉 −→ |ΩQ〉 ≡ |Ωq〉 ⊗ |Ωexc〉 (3.261)
となる。なぜならば、(3.259)ではハミルトニアンが記述しているのは調和振動子であるが、
ε→ 0の極限を取った後は自由粒子を記述するからである。つまり、Fock空間は調和振動子
の空間と対応がついているが、極限を取った後の空間は Fock空間と対応はつかないのであ
る。また、Fock空間は作用する演算が決まれば、状態は一つに決まる。しかし、量子力学
的な空間は演算子が決まっても状態は一つに決まるわけではない。つまり、量子座標の扱い
に際して、演算子 {Qˆ, Pˆ}の作用する量子力学的状態 |Ωq〉を決める基準は存在しないのであ
る。|Ωq〉を決める基準に関しては 4章でもう一度議論する。
ここまでは ε→ 0の極限を取ることを前提に議論を展開してきたが、この極限を取らずに
両者に対応が付くかどうかを議論する。これは BdGの方法において (2.16)のような項を自
然に導入できるか否かに関わる問題である。
完全性条件を考えると、
δ3(x− x′) =
∞∑
n=0
u(ε)n (x)u
(ε)
n (x
′)
=
∞∑
n=0
[
u
(ε)
Cn(x)u
(ε)
Cn(x
′)− u(ε)Sn(x)u(ε)Sn(x′)
]
=
[
1√
2
{
u
(ε)
C0(x) + u
(ε)
S0(x)
}] [ 1√
2
{
u
(ε)
C0(x
′)− u(ε)S0(x′)
}]
+
[
1√
2
{
u
(ε)
C0(x)− u(ε)S0(x)
}] [ 1√
2
{
u
(ε)
C0(x
′) + u(ε)S0(x
′)
}]
+
∞∑
n=1
[
u
(ε)
Cn(x)u
(ε)
Cn(x
′)− u(ε)Sn(x)u(ε)Sn(x′)
]
=
[
1√
2
λ
{
u
(ε)
C0(x) + u
(ε)
S0(x)
}] [ 1√
2
λ−1
{
u
(ε)
C0(x
′)− u(ε)S0(x′)
}]
+
[
1√
2
λ−1
{
u
(ε)
C0(x)− u(ε)S0(x)
}] [ 1√
2
λ
{
u
(ε)
C0(x
′) + u(ε)S0(x
′)
}]
+
∞∑
n=1
[
u
(ε)
Cn(x)u
(ε)
Cn(x
′)− u(ε)Sn(x)u(ε)Sn(x′)
]
(3.262)
という関係式が成り立つ。この関係式を参考に、次のように εの全てのオーダーにおいて
fε(x)、hε(x)、λを定義する。
fε(x) ≡ 1√
2
λ′
[
u
(ε)
C0(x) + u
(ε)
S0(x)
]
(3.263)
hε(x) ≡ 1√
2
λ′−1
[
u
(ε)
C0(x)− u(ε)S0(x)
]
(3.264)
λ′ ≡
√
2
(
ε	¯
E0
) 1
2
(3.265)
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以下の議論では、これらの fε(x)、hε(x)が持つべき性質を備えているか否かについて考察
する。
これらはBdG方程式におけるゼロモードの解の性質より、次の関係式を満たさなければ
ならない。 ∫
d3x f 2ε (x) = 1 (3.266)(
K(ε) −M(ε)
)
fε(x) = ε	¯fε(x) (3.267)(
K(ε) +M(ε)
)
hε(x) =
1
Iε
fε(x) (3.268)∫
d3 fε(x)hε(x) =
1
2
(3.269)
ここで、
K(ε) ≡ K + V − µ + 2gv(ε)2(x)
M(ε) ≡ gv(ε)2(x) (3.270)
と定義した。(3.267)式は
fε(x) = u
(ε)
0 (x) (3.271)
を意味していることを注意しておく。また、(3.268)、(3.269)より、Iεは次のように導出さ
れる。
1
Iε
≡ 2
∫
d3xhε(x)
{[
K(ε) +M(ε)
]
hε(x)
}
(3.272)
定義式 (3.263)、(3.264)、(3.265)と、(3.71)、(3.72) より、
fε(x) =
∞∑
m=0
√
ε	¯
εm + ε	¯
O0mu
(ε)
m (x) (3.273)
hε(x) =
∞∑
m=0
√
εm + ε	¯
ε	¯
O0mu
(ε)
m (x) (3.274)
が得られる。ところが、(3.273)をみると、u(ε)0 (x)以外の成分、つまり、
∞∑
m=1
√
ε	¯
εm + ε	¯
O0mu
(ε)
m (x) (3.275)
を持つことがわかる。これは、εの全てのオーダーで fε(x) = u
(ε)
0 (x)となるべきであること
と矛盾する。
以上の議論より、(3.263)、(3.264)、(3.265)によって定義される fε(x)、hε(x)、λ′はそれら
が持つべき性質を持っていないことがわかった。つまり、(3.263)、(3.264)、(3.265)は fε(x)、
hε(x)、λ′の εの全てのオーダーにおける定義としてはふさわしくないと言える。もちろん、
これ以外の定義も可能であるが、完全性条件 (3.262)を満たし、かつ、fε(x)、hε(x)の持つ
べき性質を持つような、εの全てのオーダーにおける定義は簡単ではないであろう。このこ
とはBdGの方法で εを導入する自然な方法が無いことを示唆している可能性がある。
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3.4.3 量子座標を用いた伝播関数
量子補正を計算する準備として量子座標を用いた伝播関数を構成する。まず、ε→ 0の極限
を取る前のハミルトニアン (3.259) で時間発展する伝播関数を作る。ハミルトニアン (3.259)
より、Q、Pの時間発展は次のように得られる。
Qˆ(t) = cos(√εE¯t)Qˆ+ 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t)Pˆ
Pˆ(t) = cos(√εE¯t)Pˆ − (√εE¯Iε) sin(
√
εE¯t)Pˆ (3.276)
ここで、
E¯ ≡ 	¯E¯0 (3.277)
である。これらを用いると相互作用描像の非凝縮体 ϕˆ(x)、ϕˆ(x)は次のようになる。
ϕˆ0(x) = e
iθ
[
cos(
√
εE¯t)Pˆ − √εE¯Iε sin(
√
εE¯t)Qˆ
]
hε(x)
− ieiθ
[
cos(
√
εE¯t)Qˆ+ 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t)Pˆ
]
fε(x) + ϕˆ
(ε)
exc(x) + O(ε)
ϕˆ†0(x) = e
−iθ [cos(√εE¯t)Pˆ − √εE¯Iε sin(√εE¯t)Qˆ]hε(x)
+ ie−iθ
[
cos(
√
εE¯t)Qˆ+ 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t)Pˆ
]
fε(x) + ϕˆ
(ε)†
exc (x) + O(ε)(3.278)
ε→ 0の極限をとると、
ϕˆ0(x) = e
iθPˆh(x)− ieiθ
(
Qˆ+ 1
I
Pˆt
)
f(x) + ϕˆexc(x)
ϕˆ†0(x) = e
−iθPˆh(x) + ie−iθ
(
Qˆ+ 1
I
Pˆt
)
f(x) + ϕˆ†exc(x) (3.279)
が得られる。ここで、
ϕˆexc(x) ≡ eiθ
∑
n=1
[
bˆn(t)u
(0)
Cn(x)− bˆ†n(t)u(0)Sn(x)
]
(3.280)
ϕˆ†exc(x) ≡ e−iθ
∑
n=1
[
bˆ†n(t)u
(0)
Cn(x)− bˆn(t)u(0)Sn(x)
]
(3.281)
と定義した。
(3.96)で導入した列表示を用いて、ツリーレベルにおける量子座標を用いた 2×2行列伝播
関数を以下のように書く。
G0,q(x,x
′; t, t′) =
(
G0,q,11(x,x
′; t, t′) G0,q,12(x,x′; t, t′)
G0,q,21(x,x
′; t, t′) G0,q,22(x,x′; t, t′)
)
(3.282)
ここで、
G0,q,ij(x,x
′; t, t′) ≡ −i〈ΩQ|[T Φˆi(x)Φˆ†j(x′)]|ΩQ〉 (3.283)
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である。ε→ 0の極限を取る前の量子場 (3.278)を用いて構成した伝播関数は付録Cに記す。
微小パラメータ ε→ 0の極限を考えると、伝播関数は次のように得られる。
G0,q,11(x,x
′; t, t′) =
[
h(x)h(x′) + f(x)f(x′)
(
t
I
)(
t′
I
)
+ ih(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
(
t
I
)]
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉
+ f(x)f(x′)〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
+
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
+ ih(x)f(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]}
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉
+
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
+ ih(x)f(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,11(x,x
′; t− t′) (3.284)
= G0,q,22(x
′,x; t′, t) (3.285)
G0,q,12(x,x
′; t, t′) = e2iθ
[
h(x)h(x′) + f(x)f(x′)
(
t
I
)(
t′
I
)
− ih(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
(
t
I
)]
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉
+ e2iθf(x)f(x′)〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
+ e2iθ
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
− ih(x)f(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]}
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉
+ e2iθ
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
− ih(x)f(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,12(x,x
′; t− t′) (3.286)
G0,q,21(x
′,x; t′, t) = e−2iθ
[
h(x)h(x′) + f(x)f(x′)
(
t
I
)(
t′
I
)
− ih(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
(
t
I
)]
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉
+ e−2iθf(x)f(x′)〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
+ e−2iθ
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]
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+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
− ih(x)f(x′)
]}
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉
+ e−2iθ
{
θ(t− t′)
[
f(x)f(x′)
(
t
I
)
− ih(x)f(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
f(x)f(x′)
(
t′
I
)
− if(x)h(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,21(x,x
′; t− t′) (3.287)
ここで、n ≥ 1のモードの伝播関数G0,exc,ij(x,x′; t− t′)は次のように定義される。
G0,exc,11(x,x
′; t− t′) ≡ −i〈Ωexc|T [ϕˆexc(x)ϕˆ†exc(x′)]|Ωexc〉
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
CnCnmu(x)um(x)e
−iEn(t−t′)
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
SnSnmu(x)um(x)e
−iEn(t′−t) (3.288)
G0,exc,22(x,x
′; t− t′) ≡ −i〈Ωexc|T [ϕˆ†exc(x)ϕˆexc(x′)]|Ωexc〉
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
SnSnmu(x)um(x)e
−iEn(t−t′)
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
CnCnmu(x)um(x)e
−iEn(t′−t) (3.289)
G0,exc,12(x,x
′; t− t′) ≡ −i〈Ωexc|T [ϕˆexc(x)ϕˆexc(x′)]|Ωexc〉
= −iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
CnSnmu(x)um(x)e
−iEn(t−t′)
− iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
SnCnmu(x)um(x)e
−iEn(t′−t) (3.290)
G0.exc,21(x,x
′; t− t′) ≡ −i〈Ωexc|T [ϕˆ†exc(x)ϕˆ†exc(x′)]|Ωexc〉
= −iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
SnCnmu(x)um(x)e
−iEn(t−t′)
− iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
CnSnmu(x)um(x)e
−iEn(t′−t)(3.291)
つまり、(3.99)、(3.100)、(3.101)、(3.102)の n ≥ 1の部分である。
これらの極限を取った後の伝播関数は時間に関して線形な項が現れる事に注意せよ。この
事実はループ補正を評価する際に再び議論する。
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1ループレベル
この章ではループ計算を実行し、観測量に対する量子・熱補正を評価する。まず、この系の
特徴的な観測量である凝縮体の空間分布に対する量子・熱補正を評価する。具体的にはゼロ
エネルギーモード、量子座標の両定式化を用いて tadpole図を計算し、凝縮体への量子・熱
補正を計算する。このうちゼロエネルギーモードを用いた場合には、ε→ 0の極限で「赤外
発散」が現れる。この「赤外発散」は凝縮している原子の個数という観測量に繰り込むこと
が可能である。一方、量子座標を用いた場合、ゼロエネルギーモードの方法では現れなかっ
た問題が発生する。3.4.3でも述べたように量子座標を用いた伝播関数には時間に線形な項
が存在し、その項のために量子・熱補正に時間依存性が現れてしまうのである。その問題を
回避する近似をし、量子・熱補正を求める。実際に量子・熱補正を求める際に、まずGP方
程式の解が必要となるが、GP方程式は非線形方程式であるため、解析的に解くことは困難
である。また、非凝縮体の場を構成する要素、{un(x)}、{εn}、C、S、{En}などはGP方
程式の解を必要とする。そこで、ここでは量子・熱補正を数値計算によって評価する。さら
に、並進対称性が破れていて、運動量表示を用いることができない場合の自己エネルギーの
繰り込み条件に関して考察する。
1ループレベルにおけるダイナミカルマップを
ψˆH = e
iθv(x) + ϕˆr(x) + F1
[
eiθv(x), e−iθv(x), ϕˆr(x), ϕˆ†r(x)
]
(4.1)
と置く。ここで、eiθv(x)と ϕˆr(x)は 1ループレベルでの秩序変数、非凝縮体を表す量子場で
あり、以下の 1ループでの場の分割条件を満たすものとする。
〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = eiθv(x) (4.2)
〈Ω|ϕˆr(x)|Ω〉 = 0 (4.3)
1ループにおける凝縮原子数Nc,rと秩序変数は次のように関係付けられる。
Nc,r =
∫
d3x |eiθv(x)|2 (4.4)
そして、カウンター項 δE(x,x′)、δE′(x,x′)を導入し、非摂動ハミルトニアンと摂動ハミル
トニアンを以下のように再定義する。
Hˆ = Hˆ0 + Hˆint (4.5)
Hˆ0 =
∫
d3x
[
ϕˆ†r(x)(K + V − µ)ϕˆr(x)
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+
g
2
v2(x)
{
4ϕˆ†r(x)ϕˆr(x) + e
−2iθϕˆ2r (x) + e
2iθϕˆ†2r (x)
}]
+
∫
d3xd3x′
[
ϕˆ†r(x, t)δE(x,x
′)ϕˆr(x′, t)
+ ϕˆr(x, t)δE
′(x,x′)ϕˆr(x′, t) + ϕˆ†r(x, t)δE
′∗(x,x′)ϕˆ†r(x
′, t)
]
(4.6)
Hˆint =
∫
d3x
[
e−iθv(x)
{
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯
}
ϕˆr(x)
+ ϕˆ†r(x)
{
K + V − µ+ gv2(x)− ε	¯
}
eiθv(x)
+ gv(x)
{
eiθϕˆ†r(x)ϕˆ
†
r(x)ϕˆr(x) + e
−iθϕˆ†r(x)ϕˆr(x)ϕˆr(x)
}
+
g
2
ϕˆ†r(x)ϕˆ
†
r(x)ϕˆr(x)ϕˆr(x)
]
−
∫
d3xd3x′
[
ϕˆ†r(x, t)δE(x,x
′)ϕˆr(x′, t)
+ ϕˆr(x, t)δE
′(x,x′)ϕˆr(x′, t) + ϕˆ†r(x, t)δE
′∗(x,x′)ϕˆ†r(x
′, t)
]
(4.7)
また、1ループレベルで繰り込まれたエネルギーを {Er,n}とする、つまり、
Hˆ0 =
∞∑
n=0
Er,nbˆ
†
r,nbˆr,n (4.8)
とし、ゼロエネルギーモードの方法では準粒子場は次のように展開されるとする。
ϕˆr(x) = e
iθ
∞∑
n=0
[
bˆr,n(t)urCn(x)− bˆ†r,n(t)urSn(x)
]
(4.9)
ϕˆr(x) = e
−iθ
∞∑
n=0
[
bˆ†r,n(t)urCn(x)− bˆr,n(t)urSn(x)
]
(4.10)
ここで、生成消滅演算子 {bˆr,n(t), bˆ†r,n(t)}は正準交換関係
[ˆbr,n(t), bˆ
†
r,n′(t)] = δnn′ (4.11)
[ˆbr,n(t), bˆr,n′(t)] = [ˆb
†
r,n(t), bˆ
†
r,n′(t)] = 0 (4.12)
を満たすものとし、その真空を |Ωr〉とする。また、{urCn(x), urSn(x)}はある完全正規直交
系 ur,n(x)を用いて、
urCn(x) =
∞∑
m=0
Cr,nmur,m(x) (4.13)
urSn(x) =
∞∑
m=0
Sr,nmur,m(x) (4.14)
と書けるものとする。行列Cr、Srには
∞∑
m=0
[Cr,nmCr,n′m − Sr,nmSr,n′m] = δnn′ (4.15)
∞∑
m=0
[Cr,nmSr,n′m − Sr,nmCr,n′m] = 0 (4.16)
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という関係式を正準交換関係より要請する。
また、量子座標の繰り込まれた演算子とそれらに対応する波動関数をそれぞれ Qˆr、Pˆr、
fr(x)、hr(x) と書くことにし、これらの繰り込まれた量子座標は正準交換関係
[Qˆr, Pˆr] = i (4.17)
[Qˆr, Qˆr] = [Pˆr, Pˆr] = 0 (4.18)
を満たすものとする。これらに対応して繰り込まれた量 Irも導入しておく。
(3.96)と同様にして列表示
Φˆr,i =
{
ϕˆr (for i = 1)
ϕˆ†r (for i = 2)
(4.19)
Φˆ†r,i =
{
ϕˆ†r (for i = 1)
ϕˆr (for i = 2)
(4.20)
を導入する。これらを用いて非摂動伝播関数を構成し、
G(x,x′; t, t′) ≡
(
G11(x,x
′; t, t′) G12(x,x′; t, t′)
G21(x,x
′; t, t′) G22(x,x′; t, t′)
)
(4.21)
と表すことにする。各成分は
Gij(x,x
′; t, t′) ≡ −i〈Ωr|T [Φˆr,i(x, t)Φˆ†r,j(x′, t′)]|Ωr〉 (4.22)
と定義される。ゼロエネルギーモードを用いた場合は伝播関数の時間に関する引数を t − t′
とする場合がある。
我々はループ展開を行うので、量子補正は h¯のオーダーで整理される。すなわち、h¯→ 0
の極限を考えると
G(x,x′; t, t′) −→ G0(x,x′; t, t′) (4.23)
となる。繰り込まれたエネルギーや繰り込まれた波動関数なども h¯→ 0の極限を取ると、
Er,n −→ En (4.24)
urCn(x) −→ uCn(x) (4.25)
urSn(x) −→ uSn(x) (4.26)
fr(x) −→ f(x) (4.27)
hr(x) −→ h(x) (4.28)
Ir −→ I (4.29)
となる。
1ループレベルにおけるループ計算では、上記のダイナミカルマップを用いて、繰り込ま
れた波動関数、エネルギーなどを用いて伝播関数を構成し、Feynman図を計算する。
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4.1 凝縮体への量子・熱補正
4.1.1 ゼロエネルギーモードの方法による評価
この節ではNGモードをゼロエネルギーモードとして扱う形式で秩序変数への 1ループレ
ベルの量子・熱補正を評価する。条件 (4.3)を相互作用描像で摂動論を用いて計算する。こ
れは、1ループレベルで繰り込まれた伝播関数を用いて tadpole図 (図 4.1)を計算する事に相
当する。その結果、次の等式が得られる。∫
d4x′G(x,x′; t− t′)[P (x′) + L(x′)] = 0 (4.30)
ここで、
P (x) = P (x)
(
1 1
1 1
)
(4.31)
P (x) ≡
[
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯
]
v(x) (4.32)
であり、また、
L(x) = L(x)
(
1 1
1 1
)
(4.33)
L(x) ≡ ig[2G11(x) + e−2iθG12(x)]v(x) (4.34)
と定義した。(4.34)に現れるG11(x)、G12(x)は
lim
t−t′→+0
θ(t− t′) = 1, lim
t−t′→+0
θ(t′ − t) = 0 (4.35)
と定義した極限の下に、次のように定義した。
G11(x) ≡ lim
 → ′
lim
t−t′→+0
G11(x,x
′; t− t′)
= −i
∞∑
n=0
urSn(x)urSn(x) (4.36)
G12(x) ≡ lim
 → ′
lim
t−t′→+0
G12(x,x
′; t− t′)
= ie2iθ
∞∑
n=0
urCn(x)urSn(x) (4.37)
である。
xは任意なので、
P (x) + L(x) = 0 (4.38)
が得られる。この (4.38)は 2×2行列の方程式であるが、各成分は同じ内容で、以下のように
なる。 [
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯+ 2igG11(x) + ige−2iθG12(x)
]
v(x) = 0 (4.39)
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 
+

= 0
図 4.1: tadpole図。
(4.36)と (4.37)を (4.39)に代入すると、
[
K + V − µ+ gv2(x)− ε	¯+ g
∞∑
n=0
{
2u2rSn(x)− urSn(x)urCn(x)
}]
v(x) = 0 (4.40)
が得られる。次に、1ループレベルにおける秩序変数 v(x)をツリーレベル v0(x)と量子補正
δv(x)に分割する。つまり、
v(x) = v0(x) + δv(x) (4.41)
とする。さて、この量子補正 δv(x)を 1ループレベルで自己無撞着に求めることを考える。
ループ展開は h¯展開であるので、1ループレベルとは h¯の 1次と同じ意味である [53]。
よって、(4.40)を h¯の 1次のオーダーで整理すると
[
K + V − µ + 3gv30(x)
]
δv(x) + g
∞∑
n=0
[
2u2Sn(x)− uSn(x)uCn(x)
]
v0(x) = 0 (4.42)
が得られる。δv2(x)などは h¯2のオーダーであるので、今考えている近似内では無視した。ま
た、第 2項も h¯1のオーダーで整理するとツリーレベルのものを用いればよいことがわかる。
ここで、赤外発散について考える。(4.40)には n = 0のモードによる赤外発散が含まれて
いる。この赤外発散を分離する基準 (criterion)を定める。量子補正のうち、発散は次の項に
現れる。
(2S200 − S00C00)u20(x) =
[
1
4
√
E¯0ε
− 1
2 − 1 + O
(
ε
1
2
)]
u20(x) (4.43)
すなわち、発散部分は u20(x)に比例している。この事実を基に、発散部分を分離する基準と
して、u0(x)に比例する部分を発散部分とし、それを凝縮体の分布に繰り込むことにする。
そこで、まず、δv(0)(x)を u0(x) に比例する関数として、量子補正 δv(x) を δv(0)(x)と
δv(1)(x)に分割する。つまり、
δv(x) = δv(0)(x) + δv(1)(x) (4.44)
とするのである。そして、(3.13)より、δv(0)(x)を含む部分は
2gv20(x)δv
(0)(x) + g
∞∑
n=0
(
2S2n0 − Sn0Cn0
)
u20(x)v0(x) = 0 (4.45)
を満たすものとする。よって、
δv(0)(x) = − 1
2
√
Nc
∞∑
n=0
(2S2n0 − Cn0Sn0)u0(x) (4.46)
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となることがわかる。(4.43)からわかるように、この項は発散部分を含む。一方、δv(1)(x)
部分は
[
K + V − µ + 3gv20(x)(x)
]
δv(1)(x)+ g
∑′
(2SnSnm−SnCnm)u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.47)
を満たす。上式の
∑′は ,m = 0から ,m =∞までの和のうち、 = m = 0を除いたものを
表す。ここで、δv(1)(x)に寄与する補正で、ゼロモードを考慮することによって初めて現れ
る部分を明記しておく。
4S00S0n − C00S0n − C0nS00 = √εn
(
u′TW ′−1
)
n
(4.48)
4Sn0Snm − Cn0Snm − CnmSn0 = 1
2
√
En
(
O′W ′−1u′
)
n
(3Snm − Cnm) (4.49)
発散部分と有限部分をu0(x)に比例する部分とそれに直交する部分に分けたいのだが、上の
ような δv(0)(x)と δv(1)(x)の分け方では不十分である。なぜなら、(4.47)の解 δv(1)(x)には、
一般には u0(x)に比例する部分も存在するからである。そこで、δv(1)(x)の中にある u0(x)
に比例する部分を取り除くために、δv(1)(x)を完全正規直交系 {un(x)}で展開する、
δv(1)(x) =
∞∑
n=0
dnun(x) (4.50)
そして、
δv0(x) = δv
(0)(x) + d0u0(x) (4.51)
δvf(x) =
∞∑
n=1
dnun(x) (4.52)
と定義すると、δv(x)は次のように、δv0(x)と δvf(x)を用いて表すことができる。
δv(x) = δv(0)(x) + δv(1)(x)
=
{
δv(0)(x) + d0u0(x)
}
+
∞∑
n=1
dnun(x)
= δv0(x) + δvf(x) (4.53)
定義 (4.51)、(4.52)より、 ∫
d3x δv0(x)δvf(x) = 0 (4.54)
が成り立つので、発散部分と有限部分を明確に分離できたことになる。
発散部分 δv0(x)は
v0.r(x) ≡ v0(x) + δv0(x) (4.55)
として凝縮体が含む原子の個数に繰り込む。繰り込んだ後の凝縮体が含む原子の個数Nc,rは
(4.4)より、次のようになる。
Nc,r =
∫
d3x [v0,r(x) + δvf(x)]
2 
∫
d3x v20,r(x) (4.56)
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最右辺は h¯の 1次で整理したものであり、、ツリーレベルで定義した原子の個数Nc(3.6)と等
しいことがわかる。しかし、これは凝縮体に量子・熱補正の影響が現れないことを意味して
いるわけではない。なぜならば、1ループでの凝縮体の分布 ρc,r(x)は
ρc,r ≡ |eiθv2(x)|2  v20,r(x) + 2v0,r(x)δvf(x) (4.57)
となり、h¯の 1次のオーダーでも量子・熱補正 δvf(x)の影響が残るからである。これは凝縮
体の形に量子・熱補正の影響が現れることを意味している。
次に理論をTFDを用いて有限温度に拡張する。この 4×4行列熱伝播関数を用いてゼロ度
の時と同様に tadpole図を計算すると、
∫
d4x′ G(x,x′; t− t′)[Pβ(x′) + Lβ(x′)] = 0 (4.58)
を得る。ここで、各量は以下で定義される。
Pβ(x) = P (x)
(
1 −1
−1 −1
)
(4.59)
Lβ(x
′) = Lβ(x′)
(
1 −1
−1 −1
)
(4.60)
Lβ(x
′) =
[ ∞∑
n=0
2c2nu
2
Sn(x
′) + s2nu
2
Cn(x
′)− (c2n + s2n)uCn(x′)uSn(x′)
](
1 1
1 1
)
(4.61)
ここで、(4.59)のP (x)は (4.31)で定義されたものである。(4.58)の xは任意なので、
[
K + V − µ− ε	¯ + gv2(x) + g
∞∑
n=0
{
u2rSn(x)− urSn(x)urCn(x)
}
+ g
∞∑
n=0
2
exp(βEn)− 1
{
u2rSn(x) + u
2
rCn(x)− urSn(x)urCn(x)
}]
v(x) = 0 (4.62)
となる。ここでも発散部分は u0(x)に比例していることがわかるので、ゼロ度の時と同様に
v(x) = v0(x) + δvβ(x) (4.63)
δvβ(x) = δv
(0)
β (x) + δv
(1)
β (x) (4.64)
と分割し、h¯の 1次のオーダーで整理すると、
2gv20(x)δv
(0)
β (x)
+ g
∞∑
n=0
[
(2S2n0 − Cn0Sn0) +
2
exp (βEn)− 1(S
2
n0 + C
2
n0 − Cn0Sn0)
]
u20(x)v0(x) = 0 (4.65)
となり、これを解くと次のようになる。
δv
(0)
β (x) = −
1√
Nc
∞∑
n=0
[
(2S2n0 − Cn0Sn0) +
2
exp (βEn)− 1(S
2
n0 + C
2
n0 − Cn0Sn0)
]
u0(x) (4.66)
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有限部分 δv(1)(x)が満たす方程式は次のようになる。
[
K + V − µ + 3gv20(x)
]
δv
(1)
β (x) + g
∑′[
(2SnSnm − CnSnm)
+
2
exp (βEn)− 1(SnSnm + CnCnm − CnSnm)
]
u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.67)
ここでも、
∑′は ,m = 0から ,m = ∞までの和のうち、 = m = 0を除いたものを表す。
ゼロモードを考慮することによって加わる、δv(1)β (x)に寄与する有限部分を明記すると、
2
eβE0 − 1(2S00S0n + 2C00C0n − C00S0n − C0nS00) = −
1
β
(
1√
εn
+
3
√
εn
E¯0
)(
u′TW ′−1
)
n
(4.68)
2
eβE0 − 1(S0nS0m + C0nC0m − C0nS0m) =
3
2
1
β
√
εnεm
E¯0
(
u′TW ′−1
)
n
(
u′TW ′−1
)
m
(4.69)
2
eβEn − 1(2Sn0Snm + 2Cn0Cnm − Cn0Snm − CnmSn0) =
1
eβEn − 1
×
√
En
(
O′W ′−1u′
)
n
(Snm + Cnm)
(4.70)
である。
有限温度の場合もゼロ温度の場合と同様に有限部分を
δv
(1)
β (x) =
∞∑
n=0
dβ,nun(x) (4.71)
と展開し、量子・熱補正 δvβ(x)を
δvβ(x) = δvβ,0(x) + δvβ,f(x) (4.72)
と定義し直すことによって発散部分 δvβ,0(x)と有限部分 δvβ,f(x)を分離する。ここで、
δvβ,0(x) = δv
(0)
β (x) + dβ,0u0(x) (4.73)
δvβ,f(x) =
∞∑
n=1
dβ,nun(x) (4.74)
である。
4.1.2 量子座標
これまではNGモードをゼロエネルギーモードとして扱ってきた。この項ではNGモード
を量子座標として扱う方法で量子補正、量子・熱補正を評価する。量子座標を用いた場合も
繰り込まれた量でループ計算を実行する。
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計算するFeynman図はゼロエネルギーモードの方法の場合と同じで、伝播関数を量子座標
を用いたものに置き換えればよい。伝播関数は ε→ 0の極限を取ったもの (3.284) ∼ (3.287)
を用いる。結果として、次の等式が得られる。[
K + V − µ+ gv2(x) + 2igGq,11(x; t) + ige −2iθGq,12(x; t)
]
v(x) = 0 (4.75)
ここで、(4.36)、(4.37)と同様に、
iGq,11(x; t) ≡ lim
 → ′
lim
t−t′→+0
G11(x,x
′; t, t′)
=
[
h2r (x) + f
2
r (x)
(
t
Ir
)2]
〈Ωr,q|Pˆ2r |Ωr,q〉+ f 2r (x)〈Ωr,q|Qˆr2|Ωr,q〉
+ f 2r (x)
(
t
Ir
) [
〈Ωr,q|PˆrQˆr|Ωr,q〉+ 〈Ωr,q|QˆrPˆr|Ωr,q〉
]
+ fr(x)hr(x)〈Ωr,q|Ωr,q〉
+
∞∑
n=1
u2rSn(x) (4.76)
iGq,12(x; t) ≡ lim
 → ′
lim
t−t′→+0
G12(x,x
′; t, t′)
= e2iθ
{[
h2r (x) + f
2
r (x)
(
t
Ir
)2
− 2ifr(x)hr(x)
(
t
Ir
)]
〈Ωr,q|Pˆ2r |Ωr,q〉
+ f 2r (x)〈Ωr,q|Qˆ2r |Ωr,q〉
+
[
f 2r (x)
(
t
Ir
)
− 2ifr(x)hr(x)
] [
〈Ωr,q|PˆrQˆr|Ωr,q〉+ 〈Ωr,q|QˆrPˆr|Ωr,q〉
]
−
∞∑
n=1
urCn(x)urSn(x)
}
(4.77)
である。ここで、|Ωr,q〉は Qˆr、Pˆrが作用する空間である。この式には量子座標を用いた定式
化における問題点が露見している。それは、(4.75)を見てもわかるように、凝縮体は時間依
存しないという仮定から始めたにもかかわらず、量子補正を計算すると時間依存した項が現
れてしまい、仮定と矛盾するということである。
そこで我々は、展開 (3.279)が t Irという時間だけで、有効であると仮定し、ループ計
算においては t/Irを無視する近似を採用してみる。すると、(4.76)、(4.77)は
iGq,11(x; t) = h
2
r (x)〈Ωr,q|Pˆ2r |Ωr,q〉+ f 2r (x)〈Ωr,q|Qˆ2r |Ωr,q〉+ fr(x)hr(x)〈Ωr,q|Ωr,q〉
+
∞∑
n=1
u2rSn(x) (4.78)
iGq,12(x; t) = e
2iθ
{
h2r (x)〈Ωr,q|Pˆ2r |Ωr,q〉+ f 2r (x)〈Ωr,q|Qˆ2r |Ωr,q〉
− 2ifr(x)hr(x)
[
〈Ωr,q|PˆrQˆr|Ωr,q〉+ 〈Ωr,q|QˆrPˆr|Ωr,q〉
]
−
∞∑
n=1
urCn(x)urSn(x)
}
(4.79)
となり、これらを用いて求めた量子補正は時間に依存せず、最初の仮定と矛盾しない。(4.78)、
(4.79)を (4.75)に代入し、h¯の 1次のオーダーを評価すると
[
K + V − µ + 3gv20(x)
]
δv(x) + g
{
3h2(x)〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉+ 3f 2(x)〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
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+ 2f(x)h(x)− 2if(x)h(x)
[
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉+ 〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
]
+
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
[2SnSnm − CnSnm]u(x)um(x)
}
v0(x) = 0 (4.80)
が得られる。
有限温度の場合も上と同様の Feynman図を計算すれば良く、量子・熱補正の従う等式は
以下のように求まる。
[
K + V − µ + 3gv20(x)
]
δvβ(x)
+ g
{
3h2(x)〈Pˆ2〉β + 3f 2(x)〈Qˆ2〉β + 2f(x)h(x)− 2if(x)h(x)〈PˆQˆ+ PˆQˆ〉β
+
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
[
(2SnSnm − CnSnm)
+
2
exp(βEn)− 1(SnSnm + CnCnm − CnSnm)
]
u(x)um(x)
}
v0(x) = 0 (4.81)
ここで、〈Aˆ〉βは量子座標の有限温度での期待値を表すものとする。
4.1.3 数値計算
この項では、前項で求めた量子・熱補正を具体的に数値計算で求め、実験との比較を目
指す。
数値計算の手順を以下に示す。
1. GP方程式を数値計算によって求める [72]。
2. 1で求めたGP方程式の解を基にして、完全正規直交系 {un(x)}、固有値 {εn}を数値
計算によって求める
3. 1、2で求めた v0(x)、{un(x)}を用いて、行列W を求め、数値的に対角化する。つま
り、Oと {En}を求める [73]。
4. 1、2、3で求めた量を基に、C、Sを求める。
これで量子・熱補正を計算するために必要な量は揃った。
次に、量子・熱補正を評価する際に転移温度を基準にした温度を用いて議論するが、これ
に関しても注意が必要である。全粒子数をNtotとすると、
Ntot = Nc +
∞∑
n=1
1
exp[βEn]− 1 (4.82)
である。相転移温度 TcはNc = 0となる時の温度であるが、1ループレベルで閉じた計算と
するためには、非凝縮体の準粒子のエネルギースペクトルも 1ループレベルで繰り込まれた
値を用いるべきである。しかし、これまでの計算でそれらは得られていない。そこで、ここ
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表 4.1: エネルギー準位 nごとの {εn}と {En}。表 (a)は凝縮原子数Nc = 1000の場合、表
(b)はNc = 25000の場合の第 n準位のそれぞれの値を示している。低い準位で {εn}と {En}
に有意な差が認められる。
(a) (b)
Nc = 1000 Nc = 25000
n εn[ω] En[ω] n εn[ω] En[ω]
1 1.976 2.015 1 1.669 2.130
2 3.967 3.999 2 3.529 3.960
3 5.963 5.989 3 5.451 5.839
4 7.959 7.983 4 7.401 7.752
5 9.957 9.979 5 9.365 9.687
...
...
...
...
...
...
10 1.995 ×10 1.997 ×10 10 1.927 ×10 1.951 ×10
...
...
...
...
...
...
50 9.994 ×10 9.995 ×10 50 9.914 ×10 9.925 ×10
...
...
...
...
...
...
では原子間相互作用がない理想気体を用いて計算された相転移温度を用いることにする [19]。
これは実験結果とも良く合っているので、十分良い近似と言える。系の温度を T とすると、
理想気体では、
T
Tc
=
(
1− Nc
Ntot
) 1
3
(4.83)
となる。
まず、{aˆn, aˆ†n}と準粒子描像 {bˆn, bˆ†n} のエネルギーの違い、つまり、{εn}と {En}の違い
を調べる。次表 4.1は数値計算によって求めた各々の値を示している。この結果によれば低
い準位で有意な差が見られる。実験によれば平均場近似を用いて計算した {En}は、観測さ
れた値と良い精度で一致していることがわかっている [38]。つまり、相互作用による非対角
項を無視した準粒子描像 {aˆn, aˆ†n}では上手く系を記述できていないことになる。(3.40)で現
れる非対角項は gNcのオーダーであり、凝縮している粒子数が多いときには摂動として扱う
ことはできない。この項は一般化された Bogoliubov変換によって予め非摂動部分に取り込
んでおく必要がある。ただし、実験での g、Ncは我々の仮定している g
√
Ncが十分小さいと
いう仮定から外れており、[38]では平均場近似を用いてその効果を取り入れている。よって、
この結果をもって直接上記の主張が正しいとは言えないため、g
√
Ncが十分小さいという条
件を満たす設定で集団励起運動の実験を行い、我々の結果を確認することが必要である。
次に、量子補正 δvf(x)を数値的に求める手順を示す。(4.47)に (4.50)を代入すると
∞∑
n=0
[
εn + 2gv
2
0(x)
]
dnun(x) + g
∑′
(2SnSnm − CnSnm)u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.84)
が得られる。ここで、
∑′は ,m, n = 0から ,m, n =∞までの和のうち、 = m = 0を除い
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たものを表す。両辺に un′(x)をかけて xに関して積分すると
∞∑
n=0
W n′ndn = −Fn′ , (4.85)
となる。ここで、
W nn′ = εnδnn′ + 2g
∫
d3x
[
v20(x)un(x)un′(x)
]
(4.86)
Fn′ = g
∫
d3x
[∑′
(2SnSnm − CnSnm)v0(x)u(x)um(x)un′(x)
]
(4.87)
である。ここで用いた
∑′は上記と同じである。よって、dnを求めるには左からW−1をかけ
れば良い。つまり、
dn = −
∞∑
n′=0
W
−1
nn′Fn′ (4.88)
となり、
δvf(x) = −
∞∑
n=1
∞∑
n′=0
W
−1
nn′Fn′un(x) (4.89)
が得られる。
有限温度の場合も同様に、次のように有限な量子・熱補正 δvβ,f(x)が得られる。
δvβ,f(x) = −
∞∑
n=1
∞∑
n′=0
W
−1
nn′Fβ,n′un(x) (4.90)
ここで、
Fβ,n = g
∫
d3x
[∑′ {
(2SnSnm − CnSnm) + 2
exp(βEn)− 1(SnSnm + CnCnm − CnSnm)
}]
(4.91)
である。ここで用いた
∑′も上記と同じものである。
以上の計算手順で求まった量子補正、量子・熱補正を動径方向の分布として示す。数値計
算は、87Rb原子BECに対して実行した。従って、質量はm = 1.42× 10−25 [kg]であり、磁
気トラップの振動数は ω = 200× 2π [Hz]とした。凝縮している原子数はNc = 25000、相互
作用定数は g = 0.003とした。これのパラメーターを用いると、g
√
Nc  0.5 < 1となって
いる。
図 4.2は有限な量子補正 δvf(x)を動径方向の分布として示したものである。横軸は動径方
向の位置、縦軸は δvf(x)を示している。実線がNGモードの効果が入った量子補正、点線が
NGモードの効果を除いた量子補正である。この図を見ると、NGモードの存在によって量
子補正に差が出ることがわかる。しかし、縦軸を見ると、補正の値自体は非常に小さい。図
4.3に示すように、繰り込まれた凝縮体の動径方向の分布では、補正の効果は観測できない
ほど小さいことがわかる。
観測量である凝縮体の分布に与える量子補正の影響は小さいことがわかったので、次に、
有限温度の補正を評価した。まずは、低温 (T/Tc  0.2)での補正 δvβ,f を求め、図 4.4に示
す。図 4.4を見ると、わずかながら両者に差が見られる。さらに、量子補正だけの時よりも
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図 4.2: 量子補正 δvf(x)の動径方向の分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は δvf(x)を表す。
実線がNGモード入り、破線がNGモードなしの分布を表す。
補正の絶対値が大きくなっているのがわかる。そこで、繰り込まれた凝縮体の分布を計算し
てみると、次の図 4.5が得られる。量子補正のみの場合に比べ、絶対値が大きくなっている
が、補正が観測にかかるほど大きくなっていないことがわかる。
次に高温の場合 (T/Tc  0.95)の量子・熱補正を図 4.6に示す。図 4.6を見ると、図 4.2で
示した低温の場合の量子・熱補正よりもNGモードによる差が小さいことがわかる。一方で
補正の絶対値は大きくなっているので、NGモードがある場合とない場合の区別はつかない
かもしれないが、補正の効果は大きくなる可能性がある。
図 4.7に量子・熱補正を考慮した凝縮体の分布を示す。図 4.7を見ると、NGモードの影響
を判別することは難しいが、量子・熱補正の影響で凝縮体の形が変化していることがわかる。
図 4.6からわかるように、量子・熱補正は凝縮体の外側を削り、中心の数を増やすように分
布している。その結果、図 4.7では補正を受けた凝縮体は中心に押し上げられている。これ
は相互作用が斥力であるため、周りに存在する非凝縮体が凝縮体を外側から内側に押した結
果と解釈できる。
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図 4.3: 繰り込まれた凝縮体の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は凝縮体の密度
を表す。実線はNGモード入りの補正を含んだ分布、破線はNGモードなしの補正を含んだ
分布、点線はツリーレベルでの分布 |v0(x)|2をそれぞれ示す。
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図 4.4: T/Tc  0.2の時の量子・熱補正の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は
δvβ,f(x)を表す。NGモード入りの補正が実線、NGモードなしの補正が点線で示す。
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図 4.5: T/Tc  0.2の時の繰り込まれた凝縮体の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦
軸は凝縮体の密度を表す。NGモードありの補正を含んだ分布、NGモードなしの補正を含
んだ分布、ツリーレベルでの分布を示す。
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図 4.6: T/Tc  0.95の時の量子・熱補正の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は
δvβ,f(x)を表す。実線はNGモードの入った補正の分布、破線はNGモードが入っていない
補正の分布を示す。
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図 4.7: T/Tc  0.95での繰り込まれた凝縮体の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸
は凝縮体の密度を表す。実線はNGモードが入った補正を受けた分布、破線はNGモードが
入っていない補正を受けた分布、点線はツリーレベルでの分布を表す。
ここからはNGモードを量子座標として扱い、量子・熱補正を求めてみる。その際問題に
なるのは量子座標が作用する量子力学的状態を決める基準が無いことである。しかし、全く
任意の状態が許されるわけではない。(2.34)より、
〈Ωq|Pˆ|Ωq〉 = 0 (4.92)
〈Ωq|Qˆ|Ωq〉 = 0 (4.93)
が要求される。そこで、本論文では
〈p|Ωq〉 =
(
2πσ2p
)− 1
4 exp
(
− p
2
4σ2p
)
(4.94)
を採用することにする。これは、秩序変数の位相が 1/σpの幅で広がっていることを仮定す
ることを意味する。この幅 σpを決定するために、ゼロモードのエネルギーを考える。ハミ
ルトニアン (3.260)より、ゼロモードのエネルギーを求め、それがこの系の典型的なエネル
ギーに等しいとおくことで、
1
2I
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉 = ω (4.95)
という等式が得られる。この等式より、
σp =
√
2Iω (4.96)
となる。(4.95)は量子座標の効果のオーダーを評価するためには自然な仮定であると思われ
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gNc I
0.01 4456
0.05 892
0.1 447
0.5 90
1 46
5 10
10 5.7
50 1.9
100 1.3
500 0.6
表 4.2: gNcと Iとの関係。
る。この量子状態で (4.80)を h¯の 1次のオーダーで評価すると、
[
K + V − µ+ 3gv20(x)
]
δv(x) + g
{
6Iωh2(x) +
3
8
1
Iω
f 2(x) + 2f(x)h(x)
+
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
[2SnSnm − CnSnm] u(x)um(x)
}
v0(x) = 0 (4.97)
が得られる。
ここで、どんな場合に量子補正が大きくなるか調べてみる。(4.97)をみると、I  1/ωか
I  1/ωの場合に量子座標の効果が大きくなることがわかる。しかし、(4.78)、(4.79)で用
いた近似を考えると、I  1/ωの条件を採用すべきであることがわかる。また、凝縮体の干
渉縞の実験から、位相は確定した値を持っていると考えられる。(4.96)の関係より、I の値
が大きいほど、Qˆ空間では絞られた波束ができるので、この実験事実からも Iの値は大きく
なっているべきだと考えられる。
そこでまず、Iが大きくなる条件を探す。文献 [46]、[47]によれば、凝縮している個数Nc
が大きい場合は
I ∝ N−
2
5
c (4.98)
となることがわかっている。つまり、Ncが小さいほど I の値が大きくなるのである。そこ
で、まず、Ncが小さい場合の Iの振る舞いを知る必要があるので、数値計算によって様々な
Nc、gの値での Iの値を調べ、表 4.2に示す。この表 4.2より、gNcが小さい時に Iは
I  45× aho
gNcω
(4.99)
と振舞うことがわかった。
以上の考察を基に、Nc = 100、g = 0.05というパラメーターで数値計算を行い、量子補正
を評価した。このパラメーターでは gNc = 0.5 < 1となる。図 4.8に量子補正を示す。この
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図から量子座標の有無によって量子補正に差が現れることが読み取れる。しかし、補正の絶
対値は非常に小さいので観測量である凝縮体の分布に及ぼす影響は非常に小さい。
次に、有限温度の場合を考える。まず、この場合の量子座標の期待値について議論する。
{Qˆ, Pˆ}の関数 Aˆの期待値 〈Aˆ〉βは
〈Aˆ〉β =
tr
[
Aˆ exp
(
−β 1
2I
Pˆ2
)]
tr
[
exp
(
−β 1
2I
Pˆ2
)] (4.100)
とすれば良いと思われるが、しかし、その場合、(4.81)に現れる種々の量を計算すると、
〈Pˆ2〉β = I/β (4.101)
〈Qˆ2〉β = ∞ (4.102)
〈QˆPˆ + PˆQˆ〉β = 0 (4.103)
となる。Qˆを位置、Pˆを運動量と見たときには、(3.260)は自由粒子のハミルトニアンになっ
ている。つまり、〈Qˆ2〉βが無限大であるのは自由粒子の位置の不確定さは無限大であること
と同じである。この無限大が現れたのは (3.259)で ε → 0の極限を取ったからである。もし
もこの極限を取らずに、εを有限にとどめたまま計算すれば発散は現れない。しかし、実際
の系は大域的位相変換に対して対称であると考えられるため、ε→ 0の極限を取らなければ
ならない。
そこで、我々は次のような期待値を仮定する。
〈Pˆ2〉β = 〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉+
tr
[
Pˆ2 exp
(
−β 1
2I
Pˆ2
)]
tr
[
exp
(
−β 1
2I
Pˆ2
)] = 2Iω + I
β
(4.104)
〈Qˆ2〉β = 〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉 = 1
8Iω
(4.105)
〈QˆPˆ + PˆQˆ〉β = 〈Ωq|QˆPˆ + PˆQˆ|Ωq〉 = 0 (4.106)
これは
(量子揺らぎ) + (熱揺らぎ) (4.107)
の形になっており、不確定性関係を考慮すると、この期待値の取り方が自然に見える。
上記の期待値を用いて凝縮体への量子・熱補正を計算し、h¯の 1次のオーダーで整理すると、
[K + V − µ + 3gv20(x)]δvq(x) + g
{
3h2(x)
(
I
β
+ 2Iω
)
+
3
8
1
Iω
f 2(x) + 2f(x)h(x)
+
∞∑
n=1
∞∑
,m=0
[
(2SnSnm − CnSnm)
+
2
exp(βEn)− 1(SnSnm + CnCnm − CnSnm)
]
u(x)um(x)
}
v0(x) = 0 (4.108)
が得られる。この計算ではゼロエネルギーモードの時とは違い、発散は現れない。
次に、(4.108)を数値的に解き、求めた δvq(x)を δvβ,f(x)などと共に図 4.9に示す。図 4.9
から、NGモードの効果をどのように取り込んでもその差異は小さいことがわかる。
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図 4.8: 量子座標の効果を考慮した量子補正と、考慮していない量子補正の動径方向分布。横
軸は動径方向の位置、縦軸は δvq(x)を表す。実線が考慮した分布、点線が考慮していない分
布を示している。
次に、この量子・熱補正の凝縮体の分布に対する影響を計算した。その結果を以下の図 4.10
に示す。NGモードの効果が大きくなるであろうと期待されるパラメーターを選んだにもか
かわらず、その効果は観測するのには難しい大きさに留まっている。
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図 4.9: T/Tc = 0.95の時の量子・熱補正の分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は δvq(x)を表
す。実線は量子座標を用いた補正、破線はゼロエネルギーモードを用いた補正、点線はNG
モードを考慮しなかった場合の補正の分布をそれぞれ示す。
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図 4.10: T/Tc = 0.95での凝縮体の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は凝縮体の
分布を表す。実線は量子座標を用いた補正を含んだ分布、長い破線はゼロエネルギーモード
を用いた補正を含んだ分布、短い破線はNGモードが入っていない補正を含んだ分布、点線
はGP方程式の解をそれぞれ表す。挿入図は半径 0 ∼ 0.1 [aho]の部分を拡大したものである。
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4.2 自己エネルギー項の繰り込み
これまでの節では、凝縮体への量子・熱補正を 1ループレベルで計算する手法について述
べてきた。この節では自己エネルギー項の 1ループ補正について議論する。通常、量子場の
理論では質量やエネルギーの繰り込み条件を課す場合、運動量表示を用いて条件を設定する。
しかし、この系はトラップの存在のために運動量が良い量子数になっておらず、このような
設定は意味が明確でない。そこで、この節では並進対称性が破れている場合の繰り込み条件
を考察する。まず初めに 1ループレベルにおける自己エネルギー項の具体形を示し、この系
での繰り込みに関する問題点を明らかにする。次に、我々は、n番目のエネルギー準位を取
り出す操作を具体的に構成し、その操作を基に、「ループ計算をした後にGreen関数の極の
位置は変わらない」という通常のエネルギー殻上条件を拡張した繰り込み条件を提案する。
また、自己無撞着な有効ハミルトニアンの構成という視点からもこの繰り込み条件を見直す。
また、この節では θ = 0とした。
4.2.1 1ループレベルにおける自己エネルギー項の具体形
この項では 1ループレベルにおける自己エネルギー項の具体形を示す。図 4.11、4.12に示
す Feynman図に対応する 4点相互作用と、3点相互作用による自己エネルギー項を計算す
る。まず、4点相互作用による自己エネルギー項は行列の形で次のようにまとめられる。
Σ4(x,x
′) = ig
(
2G11(x,x) G12(x,x)
G21(x,x) 2G22(x,x)
)
δ3(x− x′) (4.109)
また、3点相互作用による自己エネルギー項を行列で表し、各成分を
Σ3(x,x
′;ω) =
(
Σ11(x,x
′;ω) Σ12(x,x′;ω)
Σ21(x,x
′;ω) Σ22(x,x′;ω)
)
, (4.110)
と定義すると、次のように各成分の具体形が得られる。
Σ11(x,x
′;ω)
= ig2
∫
dρ
2π
v(x) [4G11(x,x
′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+4G11(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G12(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+2G11(x,x
′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ)] v(x′) , (4.111)
Σ12(x,x
′;ω)
= ig2
∫ dρ
2π
v(x) [4G12(x,x
′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G12(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+4G12(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ)
+2G12(x,x
′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)] v(x′) , (4.112)
Σ21(x,x
′;ω)
= ig2
∫
dρ
2π
v(x) [4G21(x,x
′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G21(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+4G21(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ)
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図 4.11: 4点相互作用による自己エネルギー項に対応する Feynman図。
図 4.12: 3点相互作用による自己エネルギー項に対応する Feynman図。
+2G21(x,x
′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)] v(x′) , (4.113)
Σ22(x,x
′;ω)
= ig2
∫
dρ
2π
v(x) [4G22(x,x
′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G22(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+4G22(x,x
′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ) + 4G21(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+2G22(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ)] v(x′) (4.114)
次に、それぞれの成分の実数部分、虚数部分を積分公式
lim
1
x± iδ = P
1
x
∓ πiδ(x) (4.115)
P
∫ ∞
−∞
dx
1
x− a
1
x− b = π
2δ(a− b) (4.116)
を用いて求める。ここで、δは微小量、Pは主値を表すものとする。すると、各成分の実数
部分は次のように求まる。
Re [Σ11(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
{
2P
1
ω −Er,n −Er,m
× [2urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′) + 2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− 2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)− 2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)]
+ 2P
1
ω + Er,n + Er,m
× [2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′) + 2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− 2urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)− 2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)
+ urSn(x)urSm(x)urSn(x
′)urSm(x′)]
}
v(x)v(x′) (4.117)
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Re [Σ12(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
{
2P
1
ω − Er,n − Er,m
× [2urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′) + 2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− 2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)− 2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)]
+ 2P
1
ω + Er,n + Er,m
× [2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′) + 2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− 2urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)− 2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)
+ urSn(x)urSm(x)urCn(x
′)urCm(x′)]
}
v(x)v(x′) (4.118)
Re [Σ21(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
{
2P
1
ω − Er,n − Er,m
× [2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′) + 2urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− 2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′)− 2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)]
+ 2P
1
ω + Er,n + Er,m
× [2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′) + 2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− 2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)− 2urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)
+ urCn(x)urCm(x)urSn(x
′)urSm(x′)]
}
v(x)v(x′) (4.119)
Re [Σ22(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
{
2P
1
ω − Er,n − Er,m
× [2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′) + 2urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− 2urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)− 2urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)]
+ 2P
1
ω + Er,n + Er,m
× [2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′) + 2urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− 2urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)− 2urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′)
+ urCn(x)urCm(x)urCn(x
′)urCm(x′)]
}
v(x)v(x′) (4.120)
また、
Re [Σij(x,x
′;ω)] ≡
∞∑
n,m=0
ΣR,ij,nm(x,x
′;ω) (4.121)
と定義する。各成分の虚数部分も同様に、次のように求まる。
Im [Σ11(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
4πδ(ω −Er,n + Er,m)
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× [urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′) + urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
+ urCn(x)urCm(x)urCn(x
′)urSm(x′) + urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)− urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)− urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′)]v(x)v(x′) (4.122)
Im [Σ12(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
4πδ(ω − Er,n + Er,m)
× [urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′) + urCn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
+ urCn(x)urCm(x)urSn(x
′)urCm(x′) + urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)− urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)− urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− urCn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′)]v(x)v(x′) (4.123)
Im [Σ21(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
4πδ(ω − Er,n + Er,m)
× [urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urSm(x′) + urCn(x)urCm(x)urCn(x′)uSm(x′)
+ urSn(x)urCm(x)urCn(x
′)urCm(x′) + urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)− urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)− urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urSm(x′)]v(x)v(x′) (4.124)
Im [Σ22(x,x
′;ω)] = g2
∞∑
n,m=0
4πδ(ω − Er,n + Er,m)
× [urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urCm(x′) + urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)
+ urSn(x)urCm(x)urSn(x
′)urSm(x′) + urSn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urSn(x′)urSm(x′)− urSn(x)urSm(x)urCn(x′)urCm(x′)
− urCn(x)urCm(x)urCn(x′)urCm(x′)− urSn(x)urSm(x)urSn(x′)urSm(x′)
− urSn(x)urCm(x)urSn(x′)urCm(x′)]v(x)v(x′) (4.125)
ここで、(4.117) ∼ (4.120)について注意しておく。後に述べるように、並進変換対称性が
ある場合には自己エネルギー項は常に 1つの運動量で表すことができる。しかし、この系で
は運動量表示が不適切なために、自己エネルギー項の各成分はエネルギー準位の添え字につ
いて非対角、つまり、2つの添え字 n、mについての和になっていることがわかる。このた
めに通常のエネルギー殻上繰り込み条件を用いることができず、この系での繰り込みが困難
になっている。
4.2.2 自己エネルギー項の繰り込み条件
前項の計算により、繰り込みの困難な点が明らかになったので、この項ではこの系で用い
ることができるようなエネルギー殻上繰り込み条件の一般化を試みる。
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まずDS方程式 [63]
G¯−1(x,x′;ω) = G−1(x,x′;ω)−Σ(x,x′;ω)− δE(x,x′) (4.126)
を考える。ここで、G¯(x,x′;ω)は相互作用込みの全伝播関数、G(x,x′;ω)は非摂動伝播関
数、Σ(x,x′;ω)は自己相互作用部分、δE(x,x′)はカウンター項とする。δE(x,x′)は次のよ
うに定義される。
δE(x,x′) ≡
(
2δE(x,x′) δE′(x,x′)
δE
′∗(x,x′) 2δE(x,x′)
)
(4.127)
これは一般に成り立つ関係式である。このDS方程式に基づいて繰り込み条件を考察する。
そのためにまず、並進変換対称性を持つ系での運動量表示のDS方程式
G¯(ω,p) = G(ω,p)− Σ(ω,p) + δE(p)
= ω −E(p)− Σ(ω,p) + δE(p) (4.128)
を基にした繰り込み条件を再考する。ここで、pは運動量、G¯(ω,p)は相互作用込みの全伝
播関数、G(ω,p)は非摂動伝播関数、Σ(ω,p)は自己エネルギー項、δE(p)はエネルギーのカ
ウンター項である。エネルギー殻上繰り込み条件は
G¯(ω = E(p),p) = G(ω = E(p),p) (4.129)
つまり、
δE(p) = Σ(ω = E(p),p) (4.130)
となる。これは「相互作用を考慮した伝播関数の極は非摂動伝播関数の極と一致せよ」とい
うことを意味している。以後はこのエネルギー殻上繰り込み条件を基に、並進変換対称性が
ない場合のエネルギー殻上繰り込み条件について考察する。
並進変換対称性がない場合のDS方程式を考えるにあたり、非摂動伝播関数の逆G−1(x,x′; t−
t′)を明記しておく。G−1(x,x′; t− t′)は次によって定義される。
∫
d4x′′G−1(x,x′′; t− t′′)G(x′′,x′; t′′ − t) =
∫
d4x′′
dω
2π
dω′
2π
G−1(x,x′′;ω)G(x′′,x′;ω′)
×e−iω(t−t′′)e−iω′(t′′−t′)
=
∫
d3x′′
dω
2π
G−1(x,x′′;ω)G(x′′,x′;ω)e−iω(t−t
′)
= δ4(x− x′)I (4.131)
非摂動伝播関数 (3.104)の逆G−1(x,x′; t− t′)を求めると、各成分は次のように得られる。
G−111 (x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(ω −Er,n)urCn(x)urCn(x′)− (ω + Er,n)urSn(x)urSn(x′)] (4.132)
G−122 (x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(ω −Er,n)urSn(x)urSn(x′)− (ω + Er,n)urCn(x)urCn(x′)] (4.133)
G−112 (x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(ω −Er,n)urCn(x)urSn(x′)− (ω + Er,n)urSn(x)urCn(x′)] (4.134)
G−121 (x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(ω −Er,n)urSn(x)urCn(x′)− (ω + Er,n)urCn(x)urSn(x′)] (4.135)
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また、
G−1ij (x,x
′;ω) ≡
∞∑
n=0
G−1ij,n(x,x
′;ω) (4.136)
と定義しておく。
DS方程式 (4.126)の (1, 1)成分を取り出すと、(4.117)、(4.121)、(4.132)、(4.136)より、次
のようになる。
G¯−111 (x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
G−111,n(x,x
′;ω) +
∞∑
n,m=0
ΣR,11,nm(x,x
′;ω)− δE(x,x′) (4.137)
これを (4.128)と比べると、(4.128)は pに関して対角的であるのに対して、(4.137)は n、m
に関して非対角的であることがわかる。並進変換対称性がある場合のエネルギー殻上繰り込
み条件 (4.129)はpに関して対角的であることが本質的であるので、n、mに関して非対角的
である (4.137)に直接適用することはできない。
そこで、エネルギー殻上条件を設定する際にどこを n番目のエネルギーに対する補正かを
決める基準が必要となる。その方法として、n番目の極の位置を取り出す一種の「射影」の
操作を以下のように定義する。G−1n をG
−1(x,x′; t− t′)の n番目への射影とすると、
G−1n ≡ −
1
2
∫
d3xd3x′
[{
G−111 (x,x
′;ω) + G−122 (x,x
′;ω)
}
{urCn(x)urCn(x′) + urSn(x)urSn(x′)}
−
{
G−112 (x,x
′;ω) + G−121 (x,x
′;ω)
}
{urCn(x)urSn(x′) + urSn(x)urCn(x′)}
]
(4.138)
= Er,n (4.139)
これはつまり、逆伝播関数から、伝播関数のn番目の極の位置を取り出す操作になっている。
この「射影」によって伝播関数の n番目の極の位置を特定することができるので、この操
作を基にエネルギー殻上条件を設定する。そこで、(4.138)と同様に、自己エネルギー項に
「射影」の操作を施す。射影された自己エネルギー項をΣn(ω)とすると、
Σn(ω) = −1
2
∫
d3xd3x′ [{Σ11(x,x′;ω) + Σ22(x,x′;ω)}
×{urCn(x)urCn(x′) + urSn(x)urSn(x′)}
− {Σ12(x,x′;ω) + Σ21(x,x′;ω)}
× {urCn(x)urSn(x′) + urSn(x)urCn(x′)}] (4.140)
となる。よって、DS方程式 (4.126)の両辺に n番目のエネルギーへの射影を施すと、
G¯−1n (ω) = G
−1
n + Σn(ω)− δEn (4.141)
となる。ここで、δEnは
δEn = −1
2
∫
d3xd3x′ [4δE(x,x′) {urCn(x)urCn(x′) + urSn(x)urSn(x′)}
− Re {δE ′(x,x′)} {urCn(x)urSn(x′) + urSn(x)urCn(x′)}] (4.142)
である。これを用いて、エネルギー殻上条件を次のように定める。
G¯−1n (ω = Er,n) = G
−1
n (4.143)
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つまり、
δEn = Σn(ω = Er,n) (4.144)
を要求する。このエネルギー殻条件より、繰り込まれたエネルギーを求めることができる。
繰り込まれた n番目のエネルギーがEr,nなので、
Er,n = En + δEn = En + Σn(Er,n) (4.145)
となる。これまでの計算と同様に、1ループレベルにおいては h¯の 1次で整理すると
Σn(Er,n)  Σn(En) (4.146)
となるので、ツリーレベルの情報があれば量子補正が求められる。
さて、上記の自己エネルギー項の繰り込み条件を有効ハミルトニアンの構成という立場か
ら考えてみる。量子補正を含んだ有効作用を全伝播関数を用いて次のように定義する。
Seﬀ =
∫
dωd3xd3x′
1
2
(
ϕ†r(x) ϕr(x)
)
G¯−1(x,x′;ω)
(
ϕr(x
′)
ϕ†r(x
′)
)
(4.147)
この有効作用から有効ハミルトニアンを構成すると、
Hˆeﬀ =
∫
d3xd3y
[
−1
2
(
ϕˆ†r(x) ϕˆr(x)
)
G¯−1(x,x′;Er)
(
ϕˆr(x
′)
ϕˆ†r(x
′)
)]
(4.148)
となる。準粒子場が (3.83)、(3.84)のように展開できると仮定すると次のように生成消滅演
算子で展開できる。
Hˆeﬀ =
∫
d3xd3x′
[
−1
2
(
ϕˆ†r(x) ϕˆr(x)
)
×
{
G−1(x,x′;Er) +Σ(x,x′ : Er)− δE(x,x′)
}( ϕˆr(x′)
ϕˆ†r(x
′)
)]
=
∞∑
n=0
Er,nbˆ
†
r,nbˆr,n
+
∫
d3xd3x′
[
−1
2
(
ϕˆ†r(x) ϕˆr(x)
)
{Σ(x,x′;Er)− δE(x,x′)}
(
ϕˆr(x
′)
ϕˆ†r(x
′)
)]
=
∞∑
n=0
Er,nbˆ
†
r,nbˆr,n
+
∫
d3xd3x′
{ ∞∑
n,m=0
[
urCn(x)Σ11(x,x
′;Er,n)urCm(x′)
+ urSn(x)Σ22(x,x
′;Er,n)urSm(x′)− urCn(x)Σ12(x,x′;Er,n)urSm(x′)
− urSn(x)Σ21(x,x′;Er,n)urCm(x′)
]
bˆ†r,nbˆr,m
+
∞∑
n,m=0
[
urCn(x)δE(x,x
′;Er,n)urCm(x′) + urSn(x)δE(x,x′;Er,n)urSm(x′)
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− urCn(x)δE ′(x,x′;Er,n)urSm(x′)− urSn(x)δE ′∗(x,x′;Er,n)urCm(x′)
]
bˆ†r,nbˆr,m
+
∞∑
n,m=0
[
urSn(x)Σ11(x,x
′;Er,n)urSm(x′) + urCn(x)Σ22(x,x′;Er,n)urCm(x′)
− urSn(x)Σ12(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urCn(x)Σ21(x,x′;Er,n)urSm(x′)
]
bˆr,nbˆ
†
r,m
+
∞∑
n,m=0
[
urSn(x)δE(x,x
′;Er,n)urSm(x′) + urCn(x)δE(x,x′;Er,n)urCm(x′)
− urSn(x)δE ′(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urCn(x)δE ′∗(x,x′;Er,n)urSm(x′)
]
bˆr,nbˆ
†
r,m
+
∞∑
n,m=0
[
−urSn(x)Σ11(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urCn(x)Σ22(x,x′;Er,n)urSm(x′)
+ urSn(x)Σ12(x,x
′;Er,n)urSm(x′) + urCn(x)Σ21(x,x′;Er,n)urCm(x′)
]
bˆr,nbˆr,m
+
∞∑
n,m=0
[
−urSn(x)δE(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urCn(x)δE(x,x′;Er,n)urSm(x′)
+ urSn(x)δE
′(x,x′;Er,n)urSm(x′) + urCn(x)δE
′∗(x,x′;Er,n)urCm(x′)
]
bˆr,nbˆr,m
+
∞∑
n,m=0
[
−urCn(x)Σ11(x,x′;Er,n)urSm(x′)− urSn(x)Σ22(x,x′;Er,n)urCm(x′)
− urCn(x)Σ12(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urSn(x)Σ21(x,x′;Er,n)urSm(x′)
]
bˆ†r,nbˆ
†
r,m
+
∞∑
n,m=0
[
−urCn(x)δE(x,x′;Er,n)urSm(x′)− urSn(x)δE(x,x′;Er,n)urCm(x′)
− urCn(x)δE ′(x,x′;Er,n)urCm(x′)− urSn(x)δE ′∗(x,x′;Er,n)urSm(x′)
]
bˆ†r,nbˆ
†
r,m
(4.149)
ここで、弱い関係として
Hˆeﬀ = Hˆ0 (4.150)
を繰り込み条件として要請する。これは、(4.149)の中の bˆ†r,nbˆr,nの項に関して、
δEn = Σn(Er,n) (4.151)
を要請することと同値である事がわかる。これは「射影」を用いて決めた繰り込み条件のも
う一つの見方である。
この節で議論した「射影」の方法による繰り込み条件によって、準粒子のエネルギーに対
する量子補正を評価することができる。また、この項の議論はゼロ度に限ってきたが、TFD
等により有限温度に拡張可能である。従って、実験で観測されている集団励起運動の振動数
[37, 39]と比較することによってこの繰り込み条件の正否を問うことができ、さらには集団
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励起運動の振動数に対するNGモードの影響を調べることが可能である。これによって、未
だにその存在が確認されていない磁気トラップが存在する系でのNGモードの存在を明らか
にできる可能性がある。
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第5章
まとめと展望
本論文では 1995年に実現した中性原子気体のBose–Einstein凝縮を量子場の理論によって定
式化し、その種々の性質を議論した。以下ではこれらの研究の成果と今後の課題を述べる。
第 2章では、磁気トラップ中の中性原子気体のBECを記述する作用を与え、その性質から
量子場の理論を用いて定式化する際の注意点と、凝縮体が存在する場合の正準量子化の方法
について議論した。2.1節では中性原子気体のBECの作用について議論した。この作用は磁
気トラップの存在のため、並進対称性を持たない。つまり、運動量が良い量子数とはならな
いので、この系では通常の量子場の理論で用いられているような、運動量表示での議論はで
きない。そこで本論文では、運動量表示でなく、位置表示を用いて定式化することにした。
また、この作用が大域的位相変換対称性に対して不変であることを確認し、この対称性につ
いてのNoether流を導出し、その意味について議論した。次に、2.2節では自発的対称性の
破れとしてBECを定式化する際に必要な、対称性を微小に破る項を導入した。この項は凝
縮体の位相を決定する役割の他に、非凝縮体の赤外部の正則化項となっていることが後に判
明する。この節では対称性を微小に破る項を加えた後、作用を秩序変数と非凝縮体を記述す
る場によって展開した。2.3節では正準形式の量子場の理論の一般論に従って 2.2節で与えた
作用からハミルトニアンを構成し、非凝縮体の正準交換関係を与えた。そして 2.4節では理
論を有限温度系に拡張するために用いたTFDに関して、その概要を述べた。
第 3章では、2.3節で構築した量子場の理論のツリーレベルにおける性質について議論し
た。3.1節では、これまで平均場近似を用いて導出されていたGP方程式を、量子場の期待
値を自己無撞着に決定する条件から導いた。次に 3.2節では凝縮体が存在する状況下での非
凝縮体を記述する準粒子描像を構築するために、一般化されたBoboliubov変換を導入した。
この変換は、2.2節で導入した大域的位相変換対称性を微小に破る項のおかげで、最低エネ
ルギーモードも含んだ変換になっている。これは江沢らが提案した一般化されたBogoliubov
変換 [60]をさらに拡張したものになっている。一般化された Bogoliubov変換では、最低エ
ネルギーモードの存在のために量子場の正準交換関係は保たれる。一方、通常 BECを記述
する際に用いられる Bogoliubov近似は最低エネルギーモードの生成消滅演算子を c数に置
き換えてしまうため、正準交換関係を破ってしまう。正準交換関係は量子化の基礎であるた
め、これを破ることは避けたい。量子場の正準交換関係を保つことができるのは、一般化さ
れたBogoliubov変換の優れた点であるといえる。3.3節では最低エネルギーモードをエネル
ギーゼロの準粒子のモードとして扱った (ゼロエネルギーモードの方法)。そこではまず、伝
播関数を構成し、それらを基に、正準交換関係と、系の大域的位相変換対称性から導かれる
WT恒等式を議論した。その結果、ツリーレベルにおいては、エネルギーゼロのモードの存
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在のためにWT恒等式が成り立つことがわかった。つまり、ゼロエネルギーモードを考慮に
入れることによって、正準交換関係が保たれ、系の対称性を反映した準粒子描像が得られて
いることがわかったのである。さらに、我々は異なる位相を持つ秩序変数に属する真空の直
交性に関しても調べた。その結果、これらの真空はゼロエネルギーモードの存在により直交
する可能性があることがわかった。3.4節では、準粒子描像を構築する方法として知られて
いるBdGの方法 [4, 61]と、一般化されたBogoliubov変換の方法の関係を明らかにした。具
体的にはBdGの方法で用いられる完全系を一般化されたBogoliubov変換で用いられる完全
系で表した。特に、BdGの方法の最低エネルギーモードを扱う方法として知られていた量
子座標の方法 [46, 47]とゼロエネルギーモードの方法の対応を議論した。両者はスケール変
換をすることによって対応関係がつくことがわかった。NGモードの作用する状態空間とし
て、ゼロエネルギーモードの方法では Fock空間を用いていたが、この変換によって量子座
標が作用する空間は量子力学的空間になることがわかった。また、量子座標を用いて伝播関
数を構成した場合、平衡系を仮定しているにもかかわらず、伝播関数は時間に関する並進変
換対称性を持たないことがわかった。
第 3章で論じた磁気トラップ中の中性原子気体の BECにおけるNGモードの扱いについ
て今後の課題を述べる。本論文では、ゼロエネルギーモードの方法を用いれば、WT恒等式
を満たし、異なる位相に属する真空が直交するという、理論的な要請を満たす準粒子場を構
成できることがわかった。しかし、非凝縮相の分布を 〈Ωb|ϕˆ†(x)ϕˆ(x)|Ωb〉 と定義すると、変
換行列 (3.71)、(3.72)に発散部分が存在するためにこの分布は ε→ 0の極限で発散してしま
う。つまり、ゼロエネルギーモードの方法では非凝縮体の分布という物理量を再現すること
ができていない。この問題点を解決するには、非凝縮体分布の定義を変えるか、さらに適切
なゼロエネルギーモードの取り扱いを探すことが考えられる。また、量子座標の方法を用い
れば、状態空間の取り方によっては非凝縮体の分布に発散が現れないことがわかったが、定
常量に時間依存性が現れてしまうことや、状態空間を決定できないなどの問題が残る。これ
は、量子座標の扱いについて更なる考察、例えば非摂動的な取り扱いに関する考察などが必
要であることを示唆していると考えられる。本論文では凝縮体に量子渦が存在しない場合に
限った定式化であった。しかし、序論で述べたように実験では量子渦が存在する様々な状態
が実現されており、本論文の方法を凝縮体に量子渦が存在する場合に拡張し、観測されてい
る現象を量子場の理論の観点から考察することは興味深い課題である。
第 4章では 1ループレベルの量子・熱補正の計算方法について議論した。4.1節ではこの系
の特徴的な観測量である凝縮体の分布に対する量子・熱補正を評価した。特に、NGモード
が存在することによる観測量への影響を調べ、この系におけるNGモードの観測可能性につ
いて調べた。その際、ゼロエネルギーモードの方法ではNGモードの存在のために赤外発散
が現れる。しかし、その発散は凝縮している原子数という観測量に繰り込むことによって除
去可能であり、有限な量子・熱補正を得ることができた。そして、数値計算の結果、量子・
熱補正は高温であるほどその効果が大きいことがわかった。特に、相転移点に近い温度では
量子・熱補正の影響は凝縮体の分布の形の変化に現れ、観測の可能性も考えられる。しかし、
ゼロエネルギーモード単独の効果を判別することは難しく、凝縮体の形の情報からその存在
を判定するのは難しいことがわかった。次に、NGモードを量子座標として扱った場合に得
られる量子・熱補正を計算した。その際、ゼロエネルギーモードの方法では現れなかった問
題点のあることがわかった。それは、平衡状態を仮定しているのにもかかわらず、量子・熱
85
補正が時間依存性を持ってしまうことである。これは、準粒子描像を構成する段階、つまり、
準粒子場を量子座標、準粒子の生成消滅演算子で展開する段階で、すでに問題があること
が考えられる。この問題に対して、我々はある時間スケールよりも短い時間でのみこの展開
が正しいとし、議論をその時間内に限ることによって量子・熱補正を求めた。なかでもNG
モードの効果が最も大きくなるのは凝縮している原子数が少なく、相互作用定数が大きい時
に量子・熱補正の効果が大きくなることがわかった。しかし、そのような場合であってもNG
モードの影響を観測することは難しいことがわかった。また、この章で用いた、ある時間ス
ケールよりも短い時間でのみ量子・熱補正を計算することができるという仮定は、量子場の
理論として閉じた体系を作る際には望ましい仮定ではない。この仮定をなくし、完全に自己
無撞着な理論を構築するには量子座標の取り扱いに更なる考察が必要である。次に我々は、
中性原子気体 BECの系における自己エネルギー項の繰り込み条件について考察した。第 2
章でも触れたように、この系では並進対称性が破れており、運動量表示を用いることは適切
でない。通常、自己エネルギー項の繰り込み条件は運動量表示を基に決められるので、この
系の準粒子のエネルギーシフトを計算するには、この系にふさわしい繰り込み条件を新たに
探す必要がある。我々は、n番目の準位への「射影」という操作を定式化し、この系におけ
る繰り込み条件を提案した。この方法は、エネルギー殻上での全伝播関数と自由伝播関数の
極の位置が一致することを要求しており、通常のエネルギー殻上繰り込み条件の自然な拡張
になっていると思われる。また、有効作用の構築という観点からすると、この繰り込み条件
は、全ハミルトニアンを非摂動ハミルトニアンに弱い関係として等価であることを要求して
いると考えることもできる。
ここで、第 4章で議論した 1ループレベルでの量子・熱補正に関して今後の課題を挙げる。
ゼロエネルギーモードの方法を用いた際に現れる赤外発散は凝縮している原子の個数という
観測量に繰り込める事がわかった。しかし、自己エネルギー項に関しては繰り込み条件の提
案にとどまっており、1ループレベルでの自己エネルギー項における赤外発散の問題や、WT
恒等式が成立するか否か、また、数値計算によるエネルギーシフトの定量的評価とその実験
との比較という課題が残されている。量子座標を用いた摂動計算では凝縮体分布に時間依存
性が現れることがわかったが、これは自己エネルギー項でも起こりうる問題であり、先に述
べたようにまずはツリーレベルでの問題解決が望まれる。
量子場及び熱場の理論は適用範囲が広く、物性論から素粒子論、宇宙論まで、幅広く用い
られている。それらの非平衡系での定式化は未完であり、非平衡系の量子場及び熱場の理論
の構築は様々なエネルギースケールで興味深い課題である。序論で述べたように中性原子気
体BECの系では非平衡過程が観測されており、また、摂動論が有効な系である。本論文は
平衡系の定式化であったが、これを基に理論を非平衡系に拡張し、理論から得られた結果と
実験結果を比較することにより、非平衡系に拡張された量子場及び熱場の理論の構築を目指
す。また、そこで得られた知見を基に、他の物理系の非平衡過程、特に非平衡相転移現象に
量子場及び熱場の理論を応用していくことは興味深く、また、重要な課題である。
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付 録A
有限温度の伝播関数の具体形
次のような列表示を導入する。{
Φ1 = Φˆ, Φ2 = Φ˜†
Φ¯1 = Φˆ†, Φ¯2 = −Φ˜ (A.1)
つまり、チルダ自由度の 2×2の添え字は上、もともとあった 2×2の添え字は下に表すこと
にする。4×4行列熱的伝播関数 Gβ(x,x′; t− t′)は次のように得られる。
G11β,11(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
[
c2nuCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + s2nuSn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
[
c2nuSn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + s2nuCn(x
′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.2)
G11β,12(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=0
[
c2nuCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + s2nuSn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=0
[
c2nuSn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + s2nuCn(x
′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.3)
G11β,21(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=0
[
c2nuSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + s2nuCn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=0
[
c2nuCn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + s2nuSn(x
′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.4)
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G11β,22(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
[
c2nuSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + s2nuCn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
[
c2nuCn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + s2nuSn(x
′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.5)
G22β,11(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕ˜†0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)
∞∑
n=0
[
s2nuCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + c2nuSn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
[
s2nuSn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + c2nuCn(x
′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.6)
G22β,12(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕ˜†0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=0
[
s2nuCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + c2nuSn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=0
[
s2nuCn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + c2nuSn(x
′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.7)
G22β,21(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕ˜0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=0
[
s2nuSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + c2nuCn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=0
[
s2nuSn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + c2nuCn(x
′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.8)
G22β,22(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕ˜0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)
∞∑
n=0
[
s2nuSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + c2nuCn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
[
s2nuCn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + c2nuSn(x
′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.9)
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G12β,11(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uSn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + uCn(x′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.10)
G12β,12(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uSn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + uSn(x′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.11)
G12β,21(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uCn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + uCn(x′)uSn(x)eiEn(t
′−t)](A.12)
G12β,22(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β
= i β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uCn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + uSn(x′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.13)
G21β,11(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕ˜†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uSn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + uCn(x′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.14)
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G21β,12(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕ˜†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)e2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uSn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)e2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x
′)uSn(x)e−iEn(t
′−t) + uSn(x′)uCn(x)eiEn(t
′−t)] (A.15)
G21β,21(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕ˜0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
= −iθ(t− t′)e−2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x)uCn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uCn(x)uSn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
− iθ(t′ − t)e−2iθ
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + uCn(x′)uSn(x)eiEn(t
′−t)](A.16)
G21β,22(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β
= −i β〈Ωb|T [ϕ˜0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
= iθ(t− t′)
∞∑
n=0
cnsn
[
uSn(x)uSn(x
′)e−iEn(t−t
′) + uCn(x)uCn(x
′)eiEn(t−t
′)
]
+ iθ(t′ − t)
∞∑
n=0
cnsn
[
uCn(x
′)uCn(x)e−iEn(t
′−t) + uSn(x′)uSn(x)eiEn(t
′−t)] (A.17)
これらの Fourier変換を
Gβ(x,x
′; t− t′) ≡
∫
dω
2π
Gβ(x,x
′;ω)e−iω(t−t
′) (A.18)
と定義すると、各成分は以下のように求まる。
G11β,11(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
c2n
ω −En + iδ −
s2n
ω − En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
+
(
s2n
ω + En + iδ
− c
2
n
ω + En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
]
(A.19)
G11β,12(x,x
′;ω) = e2iθ
∞∑
n=0
[(
− c
2
n
ω −En + iδ +
c2n
ω + En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
+
(
− s
2
n
ω + En + iδ
+
s2n
ω −En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
]
(A.20)
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G11β,21(x,x
′;ω) = e−2iθ
∞∑
n=0
[(
− c
2
n
ω − En + iδ +
c2n
ω + En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
+
(
− s
2
n
ω + En + iδ
+
s2n
ω −En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
]
(A.21)
G11β,22(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
c2n
ω − En + iδ −
s2n
ω − En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
+
(
s2n
ω + En + iδ
− c
2
n
ω + En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
]
(A.22)
G22β,11(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
− s
2
n
ω − En + iδ +
c2n
ω −En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
+
(
− c
2
n
ω + En + iδ
− s
2
n
ω + En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
]
(A.23)
G22β,12(x,x
′;ω) = e2iθ
∞∑
n=0
[(
s2n
ω − En + iδ −
s2n
ω + En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
+
(
c2n
ω + En + iδ
− c
2
n
ω − En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
]
(A.24)
G22β,21(x,x
′;ω) = e−2iθ
∞∑
n=0
[(
s2n
ω −En + iδ −
s2n
ω + En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
+
(
c2n
ω + En + iδ
− c
2
n
ω −En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
]
(A.25)
G22β,22(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
− s
2
n
ω − En + iδ +
c2n
ω − En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
+
(
− c
2
n
ω + En + iδ
+
s2n
ω + En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
]
(A.26)
G12β,11(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
cnsn
ω − En + iδ −
cnsn
ω − En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
+
(
cnsn
ω + En + iδ
− cnsn
ω + En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
]
(A.27)
G12β,12(x,x
′;ω) = e2iθ
∞∑
n=0
[(
− cnsn
ω − En + iδ +
cnsn
ω −En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
+
(
− cnsn
ω + En + iδ
+
cnsn
ω + En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
]
(A.28)
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G12β,21(x,x
′;ω) = e−2iθ
∞∑
n=0
[(
− cnsn
ω − En + iδ +
cnsn
ω −En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
+
(
− cnsn
ω + En + iδ
+
cnsn
ω + En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
]
(A.29)
G12β,22(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
cnsn
ω −En + iδ −
cnsn
ω −En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
+
(
cnsn
ω + En + iδ
− cnsn
ω + En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
]
(A.30)
G21β,11(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
− cnsn
ω −En + iδ +
cnsn
ω − En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
+
(
− cnsn
ω + En + iδ
+
cnsn
ω + En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
]
(A.31)
G21β,12(x,x
′;ω) = e2iθ
∞∑
n=0
[(
cnsn
ω − En + iδ −
cnsn
ω − En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
+
(
cnsn
ω + En + iδ
− cnsn
ω + En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
]
(A.32)
G21β,21(x,x
′;ω) = e−2iθ
∞∑
n=0
[(
cnsn
ω −En + iδ −
cnsn
ω −En − iδ
)
uSn(x)uCn(x
′)
+
(
cnsn
ω + En + iδ
− cnsn
ω + En − iδ
)
uCn(x)uSn(x
′)
]
(A.33)
G21β,22(x,x
′;ω) =
∞∑
n=0
[(
− cnsn
ω − En + iδ +
cnsn
ω −En − iδ
)
uSn(x)uSn(x
′)
+
(
− cnsn
ω + En + iδ
+
cnsn
ω + En − iδ
)
uCn(x)uCn(x
′)
]
(A.34)
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有限温度でのWard–高橋恒等式
TFDにおける全ラグランジアンをLとすると、
L = Lˆ − L˜ (B.1)
である。この全ラグランジアンにおいて、場の微小変換
ψˆ(x) −→ ψˆ(x) + ξδψˆ(x) (B.2)
ψ˜(x) −→ ψ˜(x) + ξδψ˜(x) (B.3)
に対して、全Noether流 (N
0
,N)を次のように定義する。
N
µ
(x) ≡ ∂Lˆ
∂∂µψˆ(x)
δψˆ(x)− ∂L˜
∂∂µψ˜(x)
δψ˜(x) (B.4)
これらは次の連続の方程式を満たす。
∂
∂t
N
0
(x) +∇ ·N(x) = δL (B.5)
ここで、
δL = δLˆ − δL˜ (B.6)
であり、変換 (B.3)による全ラグランジアンの変化分である。これらの量を正準形式の演算
子で書き換え、次のようにN(t)を定義する。
N(t) ≡
∫
d3xN
0
(x) (B.7)
この演算子は微小変換 (B.3)の生成子になっていることが
[ψˆ(x), N(t′)]δ(t− t′) = iδ(t− t′)δψˆ(x) (B.8)
[ψ˜(x), N(t′)]δ(t− t′) = iδ(t− t′)δψ˜(x) (B.9)
より、わかる。
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(B.5)、(B.7)、(B.8)、(B.9)より、次式が得られる。
∂
∂t
β〈Ω|T [N(t)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β =
n∑
a=1
δ(t− ta)β〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · [N(t), ψˆ(xa)] · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β
+ β〈Ω|T [
(
d
dt
N(t)
)
ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β
= −i
n∑
a=1
δ(t− ta)β〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β
+
∫
d3xβ〈Ω|T [δL(x)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β (B.10)
ここで、熱的真空を |Ω〉βと表した。両辺を時間 tについて積分すると
i
∞∑
a=1
β〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β =
∫
d4x β〈Ω|δL(x)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β (B.11)
が得られる。これが有限温度におけるWT恒等式である。
次に、磁気トラップ中の中性原子気体BECの系における有限温度のWT恒等式を議論す
る。微小な大域的位相変換
ψˆ(x) −→ eiξψˆ(x) (B.12)
ψ˜(x) −→ e−iξψ˜(x) (B.13)
に対して、場の変化分は
δψˆ(x) = iψˆ(x) (B.14)
δψ˜(x) = −iψ˜(x) (B.15)
となる。この変換についてのNoether流は
N
0
= ψˆ†(x)ψˆ(x)− ψ˜†(x)ψ˜(x) (B.16)
N =
i
2m
{
[∇ψˆ†(x)]ψˆ(x)− ψˆ†(x)[∇ψˆ(x)]
}
+
i
2m
{
[∇ψ˜†(x)]ψ˜(x)− ψ˜†(x)[∇ψ˜(x)]
}
(B.17)
となる。
また、(3.129)と同様に、チルダ自由度に関しても、
εΞ˜(x) ≡ ε	¯
[
eiθv(x)ψ˜(x) + e−iθv(x)ψ˜†(x)
]
(B.18)
を導入し、(3.130)と同様に、Lε(x)を次のように定義する。
Lε(x) ≡
[
Lˆ(x) + εΞˆ(x)
]
−
[
L˜(x) + εΞ˜(x)
]
(B.19)
ここで、
L˜(x) ≡ ψ˜†(x)(T ∗ −K − V + µ)ψ˜(x)− g
2
ψ˜†(x)ψ˜†(x)ψ˜(x)ψ˜(x) (B.20)
である。
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これらを用いてWT恒等式を書き下すと、
iβ〈Ωb|δδΞˆ(x)|Ωb〉β =
∫
d4x′β〈Ωb|T [εδΞˆ(x′)δΞ(x)]|Ωb〉β (B.21)
となる。ここで、
δΞˆ = i[N(t), Ξˆ(x)]
= i	¯
[
e−iθv(x)ψˆ(x)− eiθv(x)ψˆ†(x)
]
(B.22)
δδΞˆ(x) = i[N(t), δΞˆ(x)]
= −	¯
[
e−iθv(x)ψˆ(x) + eiθv(x)ψˆ†(x)
]
(B.23)
δΞ(x) = i	¯
[
e−iθv(x)ψˆ(x)− eiθv(x)ψˆ†(x)
]
+ i	¯
[
eiθv(x)ψ˜(x)− e−iθv(x)ψ˜†(x)
]
(B.24)
である。よって、(B.22)、(B.23)、(B.24)を (B.21)に代入すると、
v(x) =
i
2
(ε	¯)
∫
d4x′ v(x′)[β〈Ωb|T [ψˆ(x)ψˆ†(x′)]|Ωb〉β + β〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψˆ(x′)]|Ωb〉β
− e−2iθβ〈Ωb|T [ψˆ(x)ψˆ(x′)]|Ωb〉β − e2iθβ〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψˆ†(x′)]|Ωb〉β
+ e−2iθβ〈Ωb|T [ψˆ(x)ψ˜†(x′)]|Ωb〉β + e2iθβ〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψ˜(x′)]|Ωb〉β
− β〈Ωb|T [ψˆ(x)ψ˜(x′)]|Ωb〉β − β〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψ˜†(x′)]|Ωb〉β ] (B.25)
ここで、ツリーレベルでの場の展開、(3.7)と、
ψ˜(x) = e−iθv0(x) + ϕ˜0(x) (B.26)
を (B.25)に代入すると、次の等式が得られる。
v0(x) =
i
2
(ε	¯)
∫
d4x′ v0(x′)[β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β + β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
− e−2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β − e2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
+ e−2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β + e2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β
− β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β − β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β]
= −1
2
(ε	¯)
∫
d4x′ v0(x′)[G11β,11(x,x
′; t− t′) + G11β,22(x,x′; t− t′)
− e−2iθG11β,12(x,x′; t− t′)− e2iθG11β,21(x,x′; t− t′)
+ e−2iθG12β,12(x,x
′; t− t′) + e2iθG12β,21(x,x′; t− t′)
−G12β,11(x,x′; t− t′)−G12β,22(x,x′; t− t′)]
= −1
2
(ε	¯)
∫
dω
2π
∫
d4x′ v0(x′)[G11β,11(x,x
′;ω) + G11β,22(x,x
′;ω)
− e−2iθG11β,12(x,x′;ω)− e2iθG11β,21(x,x′;ω)
+ e−2iθG12β,12(x,x
′;ω) + e2iθG12β,21(x,x
′;ω)
−G12β,11(x,x′;ω)−G12β,22(x,x′;ω)]e−iω(t−t
′)
= −1
2
(ε	¯)
∫
d3x′ v0(x′)[G11β,11(x,x
′;ω = 0) + G11β,22(x,x
′;ω = 0)
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− e−2iθG11β,12(x,x′;ω = 0)− e2iθG11β,21(x,x′;ω = 0)
+ e−2iθG12β,12(x,x
′;ω = 0) + e2iθG12β,21(x,x
′;ω = 0)
−G12β,11(x,x′;ω = 0)−G12β,22(x,x′;ω = 0)]
= (ε	¯)
∫
d3x′ v0(x′)
×
∞∑
n=0
[(
c2n − s2n
En
)
(CnCnm + SnSnm + CnSnm + SnCnm)u(x
′)um(x)
]
= (ε	¯)
∫
d3x′ v0(x′)
×
∞∑
n=0
[
1
En
(CnCnm + SnSnm + CnSnm + SnCnm)u(x
′)um(x)
]
(B.27)
ここで、最後の等式の変形には (3.112)を用いた。(B.27)を見ると、(3.137)と同じであるこ
とがわかる。つまり、ε→ 0の極限を取ると、
v0(x)→
√
Ncu0(x) (B.28)
が得られる。以上で、ツリーレベルにおける有限温度のWT恒等式の成立が示された。
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付 録C
量子座標を用いた伝播関数の具体形
ε→ 0の極限を取る前の量子場 (3.278)を用いて伝播関数を構成すると、次のようになる。
G0,q,11(x,x
′; t, t′) ≡ −i〈Ω|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ω〉
= −i
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
(
1√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
− i 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]
|Ωq〉Pˆ2〈Ωq|
− i
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+
(√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+ i
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
− i
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
− i
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
+ i cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i sin(√εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
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− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
|Ωq〉PˆQˆ〈Ωq|
− i
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
− i sin(√εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,11(x,x
′; t− t′) (C.1)
= G0,q,22(x
′,x; t′, t) (C.2)
G0,q,12(x,x
′; t, t′) ≡ −i〈Ω|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ω〉
= −ie2iθ
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
(
1√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i 1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
− i 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉
− ie2iθ
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+
(√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+ i
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
+ i
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
− ie2iθ
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
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− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉
− ie2iθ
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,12(x,x
′; t− t′) (C.3)
G0,q,21(x,x
′; t, t′) ≡ −i〈Ω|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ω〉
= −ie−2iθ
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
(
1√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i 1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
− i 1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]
〈Ωq|Pˆ2|Ωq〉
− ie−2iθ
[
cos(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+
(√
εE¯Iε
)2
sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+ i
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
+ i
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉
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− ie−2iθ
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
〈Ωq|PˆQˆ|Ωq〉
− ie−2iθ
{
θ(t− t′)
[
−
(√
εE¯Iε
)
sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
+ θ(t′ − t)
[
−
(√
εE¯Iε
)
cos(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)hε(x′)
+
1√
εE¯Iε sin(
√
εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)fε(x′)
− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
+ i sin(
√
εE¯t) sin(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
]}
〈Ωq|QˆPˆ|Ωq〉
+ G0,exc,21(x,x
′; t− t′) (C.4)
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